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LOSUNGSVORSCHLAGE ZUR BACHELOR-MODULPRUFUNG

AUFGABE 1 (4+6=10 PUNKTE)
a) Finden Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

y” =2y +2p = 2xe*.

b) Geben Sie die Losung des Anfangswertproblems

1 1
’ x 2 -X
- S e , >-1
AP A4 (4+2(x+1))e *
5
y(0) = 2’
an.
Hinweis: Eine Losung der Differentialgleichung (ohne Anfangswert) ist gegeben durch
o(x) = %e‘x.
LOSUNGSVORSCHLAG

a) Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung lautet

p(A) =A% =21 +2=(A—(1+i)(A-(1-1)),

die einfachen Nullstellen sind somit 1 +i. Die allgemeine Losung der homogenen Differential-
gleichung lautet demnach
yu(x) = Cre* cos(x) + Cpe* sin(x).

Fur die komplette Losung machen wir einen Ansatz vom Typ der rechten Seite. Da 2 keine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, lautet dieser Ansatz

Yp(x) = (Ax + B)e*,
Vp(x) = (2Ax + A+ 2B)e?*,
v, (x) = 4(Ax + A+ B)e™.
Setzen wir dies in die urspriingliche Gleichung ein, erhalten wir

2xe® =y, — 2y, + 2y, = (2Ax + 2A + 2B)e>*



Ein Koeffizientenvergleich ergibt 2A = 2 und 2A+2B =0, also A = 1 und B = —1. Die allgemeine
Losung der Differentialgleichung ist somit

p(x) = Cye* cos(x) + Cre” sin(x) + (x — 1)e**.

Einsetzen von ¢ liefert

1 1 11
L x X, e X—_ |-y -
¢ ¢ Tye (4 2(x+1))e

eine wahre Aussage. Es handelt sich um eine Riccatische Differentialgleichung. Die tibliche
Substitution u =y — ¢ ergibt fiir u die Bernoullische Differentialgleichung

u' +(1-

x. .2 _ _ _
aputey =0 u(0)=y(0)-40)=2

welche wiederum durch Multiplikation mit —u~2 und die Substitution z = u~! in die lineare
Differentialgleichung

Z'=(1-

X _ *1_1
et 20)= (o) =3,

ubergeht. Um diese zu losen benutzen wir die bekannte Formel und berechnen

X
A(x):J- I—Lds:s—log(s+1)§:0:x—log(x+1).
0 s+1

Fur den inhomogenen Teil benotigen wir noch den Term

x X X2
J- e A0’ ds :j (s+1)ds=—+x.
0 0 2

Ingesamt erhalten wir

1 A(x) A(x) * —A(S) 58 € e [x?
== + ds = + —+
Z(X) 28 e . e e S ( 1) 1 X

et ’ _ef(x+1)
=2t ) [x +2x+1] =
und die Rucksubstitution ergibt
11, 2 1 4
= —_— = — V —1.
y(x) ¢(x)+z(x) e*(x+1) 2ex( x+l) x>-1
AUFGABE 2 (10 PUNKTE)
Losen Sie das Anfangswertproblem
3 - gy (¢ 2
y—)/ =|2 4 2 y_)+ 01, y_)(()) =|=-2
1 3 2 —t 0



1 -3
Hinweis: Zwei Eigenvektoren der obigen Matrix sind ¥; =| 0 [und v, =| 2 |[.
-1 1

LOSUNGSVORSCHLAG
Das charakteristische Polynom der Matrix, die wir A nennen, ist

(=1) +

—
-3-1 - -4 -3-1 - a-1] -
pa(d) =det(A-AI) = 2 4-1 2 = 2 4-1 0 ]
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—(1=A)(=2=A)(4=1)+8) = -A(1-1)(2- ).

Die Eigenwerte sind also 0, 1 und 2. Fir den Eigenraum zum Eigenwert 0 gilt
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fur den Eigenraum zum Eigenwert 1
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und fur den Eigenraum zum Eigenwert 2
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Das Fundamentalsystem besteht demnach aus den Funktionen

-5
or1(t)=| 2 |,
1
1
(PZ(t):et 0|,
-1
3
P3(t) =e*|-2].
-1

Mit der ublichen Methode finden wir nun die inverse Matrix von

-5 et 3e?

O(t)y=[2 0 —2%|,
1 _et _e2t

namlich

-5 ¢ 3e2t 1 00 +

2 0 27210 1 0 j j

—et  —e? |0 0 1 (-2) 15

1 —ef —e2t |0 0 1 j 10 —-e |0 5 0
~ol0 2¢f 0 |01 -2 d2 g w01 0 |0 g —et N

0 —4de! —2e2 |1 0 5 + 0 —-2* |1 2 |- (=%55)

1 0 —e*| O 3 0 + 10 -3 "3 73
w0010 0 & —et ] w001 0 & et

00 1 [_egX _e2 _eX = 0 0 1] g2t e
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Nun berechnen wir die endgiiltige Losung uber die aus der Vorlesung bekannte Formel. Dazu
beobachten wir, dass

t S t 0 0 0 0
J@(s)l 0 ds:J -
0 0

se= | ds™2 —se™|L_y+ jot eds|ds=|-(s+1)e_g|=[1-(t+1)e’
—s 0 0 0 0
und deshalb folgt
2 t s 0 0 3e? —t-1
y(t) = D(1)D(0)7H| -2 +CD(t)J D) 0 [ds=D(t)|[-1|+D(t)|1-(t+1)e ! |=]| —2e2

0 0 -5 -1 0 t+1-e?
Bemerkung: Man erhilt die Losung schneller, indem man nur ®(0)~! berechnet, iiber e'4 = @ (t)P(0)~!
das Matrixexponential berechnet und die Losungsformel benutzt, die nur e’ beinhaltet.



AUFGABE 3 (5+5=10 PUNKTE)
a) Losen Sie das Anfangswertproblem

7,

1
S+ (x4 2y -4y = 35x7 + 2x% + 2x,

mit einem Potenzreihenansatz.

b) Geben Sie alle nicht-konstanten Losungen u der Gleichung

up+etu, =—(t+1)u, x,tEeR,

an, die die Form u(x,t) = v(x)w(t) besitzen und fur die v(x + ) = v(x) fur alle x € R gilt.
Finden Sie nun diejenige darunter, die zusatzlich

16

u(0,0) = $,

1
$, 1,(0,0) =0, Uy (0,0) = —
erfullt.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir beginnen mit dem Ansatz

n=0
[o0) o0 (o)

v’ (x) = Znanx”_l = Z’nanx”_1 = Z(n + a1 x",
n=0 n=1 n=0

v”(x) = in(n —1)a,x"? = in(n —1)a,x"? = i(n +2)(n+1)a, ,x".

n=0 n=2 n=0
Wir stellen zundchst fest, dass aus den Anfangsbedingungen durch Einsetzen folgt, dass
a9=3(0)=0,  a=y'(0)=-L

Setzen wir nun obige Darstellungen in die gegebene Gleichung ein, jeweils in der Form, sodass
jeder Term nur die Potenz x" enthalt, so ergibt sich

1 1 [ee) o
35x% +2x% + 2x = Ey”(x) +(x+2)y'(x) =3 Z n+2)(n+1)a, ,x"+ Znanx”
n=0 n=0
+ZZ(11+1 Ay X" 4Zanx
n=0 n=0
(o] 1 n
Z[E (n+2)(n+1)a,n+2(n+1)a,q+(n—- 4)an] .

n=0



Ein Koeffizientenvergleich ergibt nun (wir erinnern uns an ag =0, a; = —1)
n=0: 0=ay+2a1-4ap=a,-2=a,=2,

n=1: 2=3a3+4a,-3a; =3a3+11 = a3 =-3,

=
Il
[\®)

: 2:6a4+6a3—2a2:6a4—22:>a4:4,

=
I
w

: 35=10a5 +8a4 —a3 =10a5 + 35 = a5 =0,

4(n+1)a, 1 +2(n—4)a,
(n+1)(n+2)

X
WV
g;

0= %(n +2)(n+1)a,p+2(n+1)a,+(n—4)a, > a, , =

:>a6:%a5:0:>an:0\¥n>5.

Somit ist die gesuchte Losung

y(x) = 4x* = 3x3 + 2x% —x.

Setzen wir den Ansatz u(x,t) = v(x)w(t) in die partielle Differentialgleichung ein, erhalten wir

v(x)w'(t) +e v (x)w(t) = —(t + 1)v(x)w(t) © - = tt) el +(t+1)e.

Da beide Seiten nur von jeweils einer Variablen abhangen, mussen Sie konstant A € IR sein. Fur
die linke Seite bedeutet dies
v”(x) = —Av(x),

was nur fir A > 0 eine periodische Losung ergibt, nimlich

v(x) = Acos(VAx) + Bsin(VAx).

Damit v(x + r) = v(x) fur alle x € R gilt, muss VA = 2n fiir ein n € N, gelten, also A = 4n?.

Fur die rechte Seite folgt
w'(t) = (4n’e” = (t+ 1)) w(t),

was als lineare Gleichung die Losung

wit) = Ce e 15"

besitzt. Multiplikation der beiden Funktionen ergibt die separierten Losungen

+1)2

7 (Cq cos(2nx) + Cysin(2nx)) VnelN,

ot
u,(x,t) = edn’e’-

Setzen wir die Anfangswerte ein, ergibt sich

1 .

u(0,0)=C e_4”2_%é—<:c =¥
(0,0)=C4 v 1
1,(0,0) = 2nCre™ "2 L 0 = C, = 0,

1, (0,0) = —4n2C1e_4”2_% i



Vergleichen wir die erste und dritte Zeile, so muss —4n? = —16, also n = 2 sein und aus der
ersten Gleichung somit C; = e!%. Die Lésung lautet somit

2
16(1—e)- "

u(x,t)=e 7 cos(4x)



