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Aurcase 1 (10+10=20 PuNkTE)

Bestimmen Sie die Losungen der folgenden Anfangswertprobleme auf einem geeigneten Inter-
vall:

a) y' = % mit y(0) =1,
b) v’ +y+xp° =0 mit y(0) = 1.

Losung:

a) Es handelt sich um eine Differentialgleichung mit getrennten Veranderlichen. In der Notation
2
der Vorlesung sei I =R, ] = (0,00), f : R - R mit x - x, und g: (0,00) > Rmit p % Eine
Stammfunktion von f ist gegeben durch

F(x) = fo(s) ds:J:s dS:%xz

fur alle x € I. Eine Stammfunktion von é ist gegeben durch

L | L 1, -
G():f —ds:Jessds:—(ey —e).
’ y(O)g<5) 1 2

Laut Vorlesung ergibt sich die Losung v : I, — R nun durch Auflosen der Gleichung G(y(x)) =
F(x) nach y(x), also

y(x) = y/In(x? +e).

Dabei ist das Intervall I, das grofite Teilintervall von I mit y, € I, , auf dem y definiert ist und
y(Iy,) €] =(0,00), also I, = R.

b) Dies ist eine Bernoullische Differentialgleichung mit a = 3. Sie hat y = 0 als eine Losung, die
jedoch die Anfangsbedingung y(0) = 1 nicht erfullt; alle anderen Losungen erhalten wir, indem
wir mit (1 — a)y~® multiplizieren und anschliefend mit z(x) := y(x)!~® = y(x)~2 substituieren.
Dies fithrt auf

Z'(x) - 2z(x) - 2x = 0.

Die homogene Gleichung z’(x) = 2z(x) hat die allgemeine Losung z;(x) = ce?*, ¢ € R, und
mittels Variation der Konstanten erhalten wir z,(x) = —x—% als spezielle Losung der inhomogen
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Gleichung. Alternativ kann eine partikulare Losung mit dem Ansatz vom Typ der rechten Seite
z,(x) = ax + b (a,b € R) ermittelt werden. Die allgemeine Losung der Gleichung fur z ist damit

Einsetzen der Anfangsbeding liefert:

P02 =2(0)=ce®~0- T =c- 2 L17=1

| =

und somit folgt ¢ = 3. Aus Stetigkeitsgriinden ist z(x) = 3¢** —x - J > 0 fiir alle x in einer
Umgebung von 0. Wir konnen sogar z(x) > 0 fiir alle x € IR zeigen: Fiir |x| — oo gilt z(x) — oo
und z’(x) = 0 liefert uns den einzigen kritischen Punkt x = —% In(3). Da es der einzige kritische

Punkt ist, nimmt z in x( sein globales Minimum an. Mithin ergibt sich

1 1 1 1
z(x) > z(xg) = %ez"o —Xp= 5= %eiln(‘o’) + Eln(’;’a) -== Eln(3) >0 furallexelR.

1
= = daher das gegebene Anfangswertproblem auf ganz RR.

Insgesamt 16st p(x) = z(x)‘% =
3e-x—3

AurGABE 2 (10+10=20 PuNKTE)

a) Ermitteln Sie ein Fundamentalsystem zum homogenen Problem
—/ _ 3 5 —
y(t)= (_1 _1)y(t)-

b) Ein Fundamentalsystem fir

ist gegeben durch
e3t 26_2t
q)(t)_(e3t o2t ), telR.

Bestimmen Sie damit die Losung des Anfangswertproblems

_ 2t
70 = (_Z 180)70) + (izt), 710) = ((1))

Losung:

a) Das charakteristische Polynom p4 von A := (_3 > ) ist

A-3

pa(A) = det (A - A) :det( )

-5
A+1):(A—3)(A+1)+5:A2—2A+2 (AeQ).
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Seine Nullstellen sind also

2+Vi—42 _
Alz%:lﬂ, A=A =1-i

Die Eigenwerte von A sind daher A; =1 +i (mit Vielfachheit 1) und A, =1 —i (mit Vielfachheit
1). Wir bestimmen einen Eigenvektor ¥ zu Ay:

(241 =5\ |-(-2-1) 5 10+5i |-(3)
M_A‘( 1 2+i) - (1 2+i)

1 2+i1 1 2+i1
1 2+i1 0O o0

~ 7 = 2+1
1 - _1 .

Nach der Vorlesung bilden

i) = Re(eh5) = Reecostysisinge ) < (POt ),

I (e/‘ltv_{) o (ZSin(t) +cos(t)

—sin(t) ) VteR

$o(t)

ein Fundamentalsystem @ = (q?l (EZ) fur §'(t) = Ay(t).

b) Der Vollstandigkeit halber berechnen wir zunéchst ein Fundamentalsystem der zugehorigen

:g 180) gesetzt haben. (Dies ist in der
Aufgabenstellung nicht gefordet, das Fundamentalsystem ist angegeben.) Das charakteristische

Polynom von A ist

homogenen Gleichung 7” = Ay, wobei wir A := (

A+7 -10

p(/\):det(/\I—A):det( 5 18

):(A+7)(/\—8)+50:/\2—/\—6:()\—3)(/\+2)

Die Eigenwerte von A sind daher Ay = 3 (mit Vielfachheit 1) und A, = -2 (mit Vielfachheit 1).
Der Eigenraum zu A ist

10 -10 1 -1 . [(1
E4(3)=Kern(3I -A) = Kern( 5 _s ) = Kern(0 0 ) = hn{(l)},
d.h. die erste Fundamentallosung ist
fin=e(;)
1
Der Eigenraum zu A, ist gegeben durch
5 -10 I -2y .. (2
Ea(-2)=Kern(-2[-A) = Kern(5 _10) = Kern(o 0 ) = 111’1{(1)},

und somit ist
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eine weitere Fundamentallosung. Ein Fundamentalsystem ist daher gegeben durch

| | 3t -2t
O(t) ={p1(t) Pa(t) :(Z3t ze—zt )’

[4
| |

und die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist somit

1
%)

Thom (1) =c1><t>( )= i)+ rda(t), o, eR

Hier beginnt die eigentliche Losung der Aufgabe: Eine spezielle Losung 3, der inhomogenen
Gleichung lasst sich nun mit Variation der Konstanten bestimmen. Nach Vorlesung gilt

t -
Pplt) = ®<t)f0 D (s)"1b(s) ds.

Mit

1 et 272 73t -3t . 2
_1 = = P
eey = detd(t) (—e3t 3t ) - ( 2t o2t ) und b(t):= (e”)

e e

¢ . t) s ot 3t ot
=00 [ o g as=on [ () as=on('7)=(G %)

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist dann

3t 2t 3t -2t
- R N et —e e 2e of}
y(t) = yp(t) + Vhom(f) = (e3t _ezt)+ (e3t o2t )(62)' c1,¢2 €R.

Einsetzen der Anfangsbedingungen liefert

o= (1 1)(2)E(5) = a=re-t

Und als Losung des Anfangswertproblems erhalten wir schlieSlich

. _e3t 4 0p2t 4 g3t _ p2t 2p-2t _ g2t
y(t) = 2t o | = -2t 2t )

—eStpe 2ty 3t e e —e
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AUFGABE 3 (7+13=20 PUNKTE)
a) Losen Sie das Anfangswertproblem

du du
;(x,t)—3§(x,t) =x—t, xteR,

u(x,0) = x2, xeR.

b) Bestimmen Sie mit Hilfe eines Separationsansatzes eine Losung u € C2([0,1] x [0, c0)) der
eindimensionalen Wellengleichung

2 2
g—t;l(x, t)— %(x, t)=0, (x,t) €(0,1)x [0, 0),
u(x,0) =sin(mx), xe€[0,1],
du (1)
a—t(x,O):O, x€[0,1],
u(0,t)=0, t>0,
u(l,t)=0, t>

Losung:

a) Esliegt eine eindimensionale Transportgleichung vor. Wir bringen Sie in die korrekte Form
um die Losungsformel aus der Vorlesung anzuwenden:

du du 3 . )
E(x,t)+:i)/$(x,t)_x—t_.g(x,t), (x,t) e R7,

=a

u(x,0)=x%=: f(x), x€eR.

Mit Hilfe der Losungsformel fur die Transportgleichung ergibt sich

t

u(x,t) = f(x—ta)+fg(x—(t—r)a,r))dr
0

= f(x+3t)+J-tg(x+3(t—T),T))dT

0

t
= (x+3t)2+f (x+3(t-1)-1)d7
0

t
= (x+3t)2+j (x+3t—47)dr
0

_ 2 _ 2 T=t
= (x+3t) +[(X+3t)’lf 2T ]T:O
= x>+ 6xt+ 9t + (x + 3t)t - 212
= x?+7xt+10t

fiir alle (x,t) € R?.

b) Seien x € (0,1) und ¢ > 0. Aus dem Separationsansatz u(x, t) = v(x)w(t) folgt

1 %u 2%u

AT T

x,t) =w’(H)v(x) —w(t)v”(x).
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Folglich existiert eine Konstante A € R mit

Fir v, w ergeben sich damit die Differentialgleichungen
w”(t) = Aw(t) furallet >0, (2)
v”(x) = Av(x) fur alle x € (0,1). (3)

A = 0: Aus (3) folgt v(x) = ax + b fur Konstanten a,b € R. Wegen 0 = u(0,t) = v(0)w(t) ergibt sich
b=0oder w=0. Mit 0=u(l,t) =v(l)w(t) = (a+ b)w(t) erhalten w = 0 oder a = b = 0. Somit ist
v=0oder w=0,also u =0. Aber u = 0 16st die Wellengleichung (1) nicht.

A > 0: Die allgemeine Losung von (3)) ist gegeben durch
v(x) = AeVAx 4 VA (x€(0,1))

mit Konstanten A, B € R.
Durch die Randbedingungen ergibt sich:

(i) u(0,t)=0~0 L v(0)=A+B,d.h. v(x) = AeVAx _ pe~VAx = A[e\ax - e“/x"].

(ii) u(1,t)=0~0 3 v(1)=A [e‘r/\ - e‘\r/\]. Der Ausdruck in Klammern ist stets ungleich 0, da
A>0. Demnach gilt A = 0 und somit v = 0 und u = 0. Widerspruch zu u 16st (1).

A < 0: Die allgemeine Losung von (3) ist gegeben durch
v(x) = Asin( V—Ax) + Bcos (‘V—/\x) (x€(0,1))

mit Konstanten A, B € R.
Durch die Randbedingungen ergibt sich:

(i) u(0,t)=0~0 < v(0) = B.~> v(x) = Asin(\/—/\x).
(ii) u(L,t)=0~0 2 v(1l) = Asin (\/—/\). Um eine nichttriviale Losung zu erhalten, muss daher
die Bedingung sin(\/—/\) = 0 erfullt sein, d.h. V-1 € {kr: k €N} bzw. A € {—k2n2: ke IN}.

Demnach soll w die DGI (2) mit A = k272 fiir ein k € N l6sen. Die allgemeine Losung von
ist gegeben durch

w(t)=C sin(‘\/—/\t) + Dcos (V—/\t)
= Csin(kmt) + Dcos(kmet) (t>0)
mit Konstanten C, D € R sowie k € IN. Durch die Anfangsbedingungen ergibt sich:

(i) 0 2 %(x,O) =v(x)w’(0) = Asin (kmx) [Ckre cos (k70)— Dkresin (k70)] = ACkresin (krex). Um
eine nichttriviale Losung zu erhalten, muss A # 0 gelten. Daher folgt C = 0 und w(t) =
D cos (kmtt) .

(ii) sin(7x) = u(x,0) = v(x)w(0) = Asin(kmx)D cos(kmt0) = ADsin(kmx). Durch die Wahl
A =D =1und k =1 erhalten wir daher die Losung

u(x,t) := sin (7x) cos (rt).
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Eine Probe zeigt, dass die so definierte Funktion u € C2([0,1] x [0, c0)) tatsichlich eine Losung
von (1) ist.

ViEL ErRrFOLG!

Hinweise fiir nach der Klausur:
* Die Ergebnisse der Modulpriifung werden am Dienstag, den 16.10.2018, neben Zimmer 2.027
(Geb. 20.30) und unter www.math.kit.edu/ianal veroffentlicht.
* Die Einsichtnahme in die korrigierten Modulpriifungen findet am Donnerstag, den 18.10.2018,
von 16 bis 18 Uhr im Horsaal am Fasanengarten (Geb. 50.35) statt.
* Die miindlichen Nachpriifungen finden in der Woche vom 22.10.2018 bis 26.10.2017 statt.


www.math.kit.edu/iana1

