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Losung zur Diplom-Vorpriifung

Ho6here Mathematik III fiir die Fachrichtungen
Elektroingenieurwesen, Physik und Geodisie

Aufgabe 1 a) w ist gegeben durch die Matrix A = <_1/7 V3

3 1
-2 23
—2/3 =2

). Dann ist w? durch

die Matrix A% = < ) gegeben. Also ist

w:C—C, z—

(Einfaches Einsetzen hétte es auch getan).

b) Drei Punkte auf dem Rand von K sind z.B.:

1 1 .2 1 .
+i1—=, 2Z3=-—F47=—1

—, 2o — ——
V3T V3B
In positiv orientierter Reihenfolge: z; — 23 — 25.
Die Bildpunkte:

21 = —

() —H+V3 1 () HFHiE+V3 L+ L 1,2
) =—"TF"—""7""—=—, w(z)= = =—-—— —
win 141 V3’ Y12+ —2i V3 V3

analoge Rechnung zu w(zs)).

1 .2
w(z3) = 7 —z% (

In positiv orientierte Reihenfolge: w(z1) — w(z2) — w(z3). Die Orientierung hat sich
umgekehrt, also gilt w(K;) = Ko.

c) Bilde weiter ab:

7
;o wi ()= ——.

V3

In positiv orientierter Reihenfolge: w?(z;1) — w?(22) — w?(z3). Auch hier Orientie-
rungsumkehr, also ist w?(K;) die linke Halbebene.

1
7+ V3

0 =00, w(zm)=

w2(21) =

5
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Skizze:

Im

/

d) Offenbar leistet v := w™! das Gewiinschte:
wH(K3) = w ™ ow?(Ky) = w(K,) = Ky,

und v 148t sich leicht ausrechnen. Wir aber rechnen schnell nach

w-na= (20 (s D) - (5 %)

Also ist w?® = id, und es folgt v = w?.
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Aufgabe 2 a) Es gilt

fh _ fh

__Ih | st fh
(gh)’ g’h+gh’

g'h

zo einf. NSt. von g f
= Res (—; Zo | .
g

f
gl

2=20 2=20 2=20 2=20

b) Mit g(z) = 2* + 23 + 22 + 2 + 1 und h(z) = z — 1 folgt gh = 25 — 1 (der Hinweis
bringt uns auf diese Idee). Wir erkennen: Die Nullstelle von A ist 1, und die Nullstellen
von g sind die restlichen vier der fiinften Einheitswurzeln. Von diesen liegen genau zwei
in Gr. Néamlich

C=e25 und (2 = il

Da es sich um lauter einfache Nullstellen von g handelt (es sind ja einfache Nullstellen
von 2° — 1, einem Polynom dessen Ableitung 5z* in den fiinften Einheitswurzeln nicht
verschwindet), diirfen wir a) verwenden:

dz h h
—— =27 - (Res(g™";¢) + Res(g7 ", ¢?)) = 2mi - + —
/ 9(2) (Res( ) ( ) (9h)' |, (gh)'|,_c2
R
S (¢(-1 -1 -+, o P+
:271'7,'(54_4 -+ 5C8 = 27 - 5C8 = 271"1,'5763
o O ¢t o e¥mi/s — 725 25 4 2r
_ ) - _9m. c— = —sin—.
™y " 2 5 5 5
c) Parametrisieren wir den Kreisbogen:
kg: [0,27] = C, t — Re",
so haben wir zu berechnen:
d T iRt
lim & lim ! e. dt .
R—o0 g(Z) R—o0 g(@zt)
KR 0 N>
=:®R(t)
Es gilt
dz h(Re®)
—| < 27R- Pr(t)| =27R - Dr(t) - .
[ a| o e 1000 = 27R - e leut)- FiEes
KR
=92 . _ .
mh tén[oe,gjr} k ‘ R5edt — 1 — 0
Es folgt
/ dx ) / dz 4 . 27
= lim —— = —sin—.
423+ 2+zr+1 Roo) g(z) b 5
—00 TR
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Aufgabe 3 Es gilt

y(nzy+1) de +z(lnzy — 1) dy=0 mit P,=Inzy+2#Ilnzy =Q,.
—_—— ————

—:P(a,y) —Q(z.)
Suche einen integrierenden Faktor der Form u(zy) = ¢(t) mit ¢ = xy.
= fa =YD, Py = TP

9 (yulnay +1)) = 2 (@u(lnzy — 1)

= oy ox
= plnzy+1)+ypy(nzy+1)+p=plnzy — 1) + zp, + p
= phht+e+tp(lnt+1)=¢lnt—p+to(lnt — 1)
S = = e)=: = pey)=—
t Ty
= %(lnxy-l—l)dx-i—i(lnxy—l)dy:O ist exakt.

Stammfunktion F(z,y) fiir z,y > 0:
1 1 1,
Fp=-lnzy+—- = F(x,y)ziln zy +Inz + H(y)
x x
1 ! 1
= F,=-lnazy+H'(y)=—lnzy — —
) Yy Yy
1
= H(y)=-lny+c¢ = F(x,y):§1n2xy—|—lna:—lny+c.

Somit lautet die allgemeine Losung fiir z,y > 0

1
Elnzxy—klnx—lny:C (C €R).
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Aufgabe 4 a) Normierung: y" — 2y + 242y = 0.

$2
Der Koeffizient vor 4’ hat einen einfachen Pol, der Koeffizient vor y einen doppelten Pol
inxz =0.

Verallg. Potenzreihenansatz:

o0 o o
y=Y ¢ty =i+ g =Y (o) +p— el
j=0

=0 =0
ergibt
o o0 o0
S G+ 0+ o= 1)t =23 (1 + e + (2 +2) D ega ™
=0 =0 j=0
o [e.e]
=3 (G406 +p—3) +2ead 7+ Y il
j=0 j=0

G+ +p=3)+2)c;a?™+> ¢ —2)a?™ =0

J=2

M2

<.
Il
)

j = 0 liefert fiir ¢y # 0 die determinierende Gleichung

plp—3)+2=p"-3p+2=0 mitden Wurzeln p, =2, p, = L.

b) Es gilt

y=zu = y=u+zu, ] =2u"+zu"
= 22(2u +u") = 2z(u+zu') + (2* + 2)zu = 2° (" +u) = 0
W tu=0 = u(@)=Cicosz+ Cosing
Die allgemiene Losung der hom. DGI. lautet somit

y(x) = Cizcosx + Coxsinz, Cp,Cy € R

Die Losung y; mit y;(0) = 0, y(0) = 2 berechnet sich am schnellsten aus der Potenz-
reihenentwicklung

y(z) = Ciz(1 —22/2! — +...) + Cox(z — 2* /31 + — . ..)
= Cyz + Cyz? + hihere Potenzen von z

Somit
y'(z) = Cy + 2Cox + hohere Potenzen von z, y"(z) = 2C, + hohere Potenzen von x.
Die Anfangsbedingung liefert C; = 0, C, = 1. Also ist y;(x) = zsinz.

c¢) Day,(z) = x eine Losung der inhomogenen DGI. ist, folgt sofort, dass die allg. Lsg. lau-
tet:
y(x) = Cizcosz + Coxsinz +z, C1,Cy € R.
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