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Losungsvorschlige

Aufgabe 1
Die Eigenwerte A1, Ao sind A\; =1, Ay = —i. Die Eigenvektoren sind

() u-()

Die komplexe Losung des homogenen Systems ist

Wir bekommen zwei linearunanhéngige Losungen des zugehorigen homogenen Systems:

o= (o) oot = (1) nt = ()
U, = ((1]) sint — (2) cost = (ig;i) .
e =er (00t ) e (00).
uns = et) (<50, ) o) (320,
Nach Substitation in die Gleichung bekommen wir
o (ot e () = (e )

dy(t)cost + ch(t) sint = tan?t — 1
ci(t)sint 4 c¢4(t) cost = tant

cy(t)sin? t + cy(t) cos®t = tan®t - sint — sint + sintc)(t) = tan’¢ - sint —

.3 .3
t t
cz:/sm dt:/—sm td(cost) =

cos?t cos?

.9 2 2
—sin“t — cos“t + cos“ t 1
= / i d(cost) = — 4+ cost
cos?t cost

. sin® ¢ sin ¢ , 1 sin?t ,  cos’t
—cysinl+———-cost = —C c
cos~t cost cost cost cost

Die allgemeine Losung des Systems lautet:

Un o — g cost L sint B sintcost n tant +sintcost)
allg,inh = =1\ iy ¢ 2\ cost —gin’t 1+ cos®t o

1

=cost = ¢y = —sint.



_ cost n sint n tant
= O\ _gint 2\ cost 2

Aufgabe 2
a) Die Differentialgleichung ist von der Form P(z,y)dx + Q(x,y)dy = 0 mit

1
P(z,y) = — +ysin2z , Q(z,y) = -2 cos? .
Y

Offenbar sind P, @ in eine Umgebung von (0,1) stetigdifferenzierbar. Die Differentialglei-
chung ist nicht exakt, denn es gilt

1
Py(z,y) = —— +sinx  # Q.(r,y) =4coswsinz.
)

Wir suchen einen intergrierenden Faktor p = p(y). Fiir p = p(y) soll (uP), = (nQ), gelten,
also

1
s (—+ysin2x> — % + psin2z = p dcosxsiny = pu 2sin2x =
Yy y

!

%_ % = —u'(y) - ysin 2x + psin 2z.

Die linke Seite der letzten Gleichung ist von z unabhéngig. Daraus folgt, dass
p—p -y =0= py=_Cy.

Wir nehmen p(y) = y als integrierenden Faktor und bekommen die exakte Differentialglei-
chung
(1 + y?sin 2x)dz — 2y cos® zdy = 0 <= dx — d(y* cos®z) = 0

c+x—y?cos’r =0 y== 04—295
cos?
Aus der Anfangsbedingung y(0) = 1 folgt, dass
V1
Y= e fiir — L <z<” gilt.
COS T 2 2

b) Diese Eulersche DGL behandeln wir, indem wir die neue Variable ¢ = In z einfithren. Die
Gleichung wird dann wegen x = €' zu

€2ty//(€t) 4 4ety/<€t) 4 2y(et) — 863t

Mit u(t) := y(e') haben wir «'(t) = e'y/(e!) und u”(t) = e'y/(e') + e*y"(e?).
Unsere Gleichung lautet somit

u () + 3u/(t) + 2u(t) = 8e* (1)

Da das charakteristische Polynom, der zugehérigen homogenen Gleichung p(\) = A2+ 3\ +2
die einfachen Null-stellen —2 und —1 hat, ist die allgemeine Lésung der Gleichung

u"(t) + 3u/(t) + 2u(t)

—2t —t
Uallgh = 016 + coe
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Eine specielle Losung der inhomogenen Gleichung suchen wir als ug, = ce*. Wir bekommen
3t 3t 3t 3t 2
9ce™ 4 9ce™ 4 2ce™ = 8ce™ = ¢ = =

Die allgemeine Losung der Gleichung (1) ist

2
3t —2t —t
Uallg = 56 + cie + coe .

Damit bekommen wir, dass

2
y(r) = =2 + cja™? + cpr !

: gilt.

Aufgabe 3

a) Es handelt sich um eine Bernoulische Differentialgleichung mit o« = 2. Sie hat v = 0
als eine Losung, die die Anfangsbedingungung nicht erfiillt. Nach der Substitution z = u~*
bekommen wir eine lineare Differentialgleichung,

1 1 1
——2'+ - — 42— =02 — ’

=2
22 1+ 222 22 1—1—3:22 v

Die zugehérige homogene DGL

hat die allgemeine Losung

1
/%:/1fx2dx<:)1nz+1nc:iln(l—i—xQ)

Zang = ¢(1 + mQ)%
Um eine Losung der inhomogenen Gleichung zu finden verwenden wir den Ansatz
2\ 1
Zinh = c(x)(1 + 27)2.
Dann gilt ) )
d(2)(1+2%)2 =20 = c(z) = 2(1 + 2%)2 = ziyp = 2(1 + 27).

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist
2 2\1
Zallg,inh = 2(1 + %) + ¢(1 4+ 27)2.
Aus der Anfangsbedingung bekommen wir

1
20)=—=2—7>2-14¢c-1=2—c=0—
© y(0)

1
- R
o) =gy U
b) Es handelt sich um eine Riccatische Differentialgleichung. Mit dem Ansatz u(z) = y(z)—=
bekommen wir

zu —u+u?=0 (2)

Die Gleichung (2) ist eine Gleichung mit getrennten Variablen, die einen Losung u = 1 hat.
Die Losung y = 1 + x erfiillt die Anfangsbedingung.
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Aufgabe 4

Wir betrachten die eindimensionale Wiarmegleichung mit den Randbedingungen u(t,0) =
ul(t,1) = 0 fiir ¢ > 0 und machen den Ansatz ug(t,x) = vi(t)ug(x), t > 0, z € (0,1).
Die Funktion wu(t,x) ist genau dann eine Losung der Warmegleichung, wenn ein A, € R
existiert, so dass

(a) v = Aor(t)
(b)  wi(z) = Mewg ()

gilt. Die Losung von (a)ist vg(t) = v (0)e* !, die allgemeine Lésung von (b) lautet wy(x) =
0) = w,(t,1)

Bei dem Ansatz uy(t, z) = vi(t)wg(x) ergibt sich fiir die Randbedingungen u(t, 0) = =
0 = wi(1),

0 = ve(t)wr(0) = 0 = vi(t)w} (1), im nichttrivialen Fall vy # 0 also wg(0)
d.h.

(c) a+B=0

(d) VAr(aeY s — Be=V) =
Setzt man (c) in (d) ein, so ergibt sich die Bedingung

eV eV = () = 2V =1,

Wir gehen weiterhin von dem nichttrivialen Fall A, o # 0 aus. Dann folgt /Ay = 7i(5 + k).
Somit ist wy von der Gestalt wy, = ¢;sin(k + 3)mz mit k € Z. Da sin(z) = sin(—z) gilt,
kénnen wir £ € Ny annehmen. Damit lauten die separierte-Variablen-Lésungen

2.2 1
u(t, z) = cpe” k3Tt iy ((k + §>m> (t >0,z €10,1])

mit k € Ny und ¢, € R. Offensichtlich erfiillt eine konvergente Summe

= 2 1
u(t,z) = che (k+3)2m2t g ((k; + §>7rx) (t>0,z€]0,1])

k=0

die Differentialgleichung und die Randbedingungen.
Fiir die Funktion f(z) gilt

f(x) = sin(7x) cos (%) = % [sin (g) + sin (37'73)] :

Aus der Anfangsbedingung folgt, dass ¢, = % fir k=0und k =1, ¢, =0 fiir k£ # 0; 1 gilt.
Als die Losung des Anfangswertproblems erhalten wir
2 972

] ——t 1 -t (3
u(t,x) = 3¢ 4 sin (%) +5e 4 sin (?) :



