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Aufgabe 1 [10 Punkte]

Berechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems

y'(x)-xy(x)=0, y0)=1y(0)=0

mit Hilfe eines geeigneten Potenzreihenansatzes (um x = 0).

LosuNG: Der (gewohnliche) Potenzreihenansatz
y(x) = Z ax*
k=0

mit y”(x) = E:;z ack(k — 1)x*2 fithrt eingesetzt in die Differentialgleichung auf

0= Z agk(k — 1)x*2 - Z X< = Z Aro(k +2)(k + 1)xF - Z A x*
k=2 k=0 k=0 k=1
=20, + ), Aok + 2)(k + 1) — gy ] ¥
k=1
Koeflizientenvergleich liefert die Gleichungen

2a, =0 (1)
Gk +2)(k+1)—a, =0, k>1 (2)

Aus den Anfangswerten y(0) = 1 und y’(0) = 0 erhalt man ay = 1 bzw. a; = 0.
Wegen a; = 0 folgt mit (g

a,=0, a,=0, a,y=0, allgemein as,,; =0 fir meN.
Gleichung (il) liefert a, = 0 und damit wegen (g)

a5=0, ag3=0, ay; =0, allgemein as,,,=0 fir meN.
Die Koeffizienten ag,,, m € IN, erhilt man aus der Rekursionsgleichung (g) zu

G = A3-3
T 3mBm - 1)
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Es folgt
1 1 1
B = 3m@m = 1) 2" T 3mGm—1) Bk - 3)@k - 4) 2D T
1
T 3mBm-1)(3m—-3)(3m—-4) - 6.5-3.2°
_ @Bm-2)3m-5)(3m—8)---7--- 4

Gm) , meN.
und somit
00 (o] x3m
YW =1t Y =t Y e e T G865 3.2
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Aufgabe 2 [10 Punkte]
Bestimmen Sie die Losung y(f) = (y1(f), y»(t), y5(£))T des Anfangswertproblems

2 00 0 1
y"(t)= 01 2 y’(t)+ cost], T/(T(): 0].
0 01 et 0
LosuNG: Bezeichne
2 00 . 0
A=10 1 2|, b(t)=]cost].
0 01 et

Variante 1:

Nach Variation der Konstanten ist die Losung des Anfangswertproblems gegeben durch

t —
() = et (r) + f (=475 d.

Tt

Berechnung von e

(A O). . . . .
A= ( ) Az) ist eine Blockmatrix mit

12 02
A =(2), AZ:(O 1):E+N, N:(O 0).

Es folgt wegen EN = NE, und N? = 0, dass

et = oEHN = otE N — oH(E + tN) = (eé)t Z;ftet)
und somit
ot
tA e 0 0
et = (e 8 ) =0 ¢ 2t
O ™
0 0 ¢
Weiter gilt
. t ez 0 0 0 t 0
f et=)4p(s) ds = et f e4b(s)ds = et f 0 e* —2s¢||coss|ds=e“ f e coss—2s|ds
m n 10 O e’ e m 1
0 0 0 0
= | Je!(sint —cost) — e -2+ 2| =| 0 e 2te'|| e (sint —cost) - ze — 1 + 7
t—m 0 0 ¢ t—m
0
= | 3(sint —cost) — 26" + (t — m)%e' |,
el(t — )
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wobei
t
f e cossds = 1e7'(sint — cost) — s
s

verwendet wurde. Dies folgt aus

t ; t ; t

f e’ cossds = —ecoss| — f e*sinsds = —efcost—e ™ + e sin sl - f e cossds
TT TT TT
t
=—¢'tcost—e " +elsint - f e~® cossds.

Tt

Die Losung des linearen Anfangswertproblems ist daher

2(t—T1)
¢ . e
y(t) = e (n) + f e=94p(s)ds = | 3(sint — cos t) — 2™ + (t — m)?e! |.
m el(t — )

Variante 2:

Die Matrix A besitzt den Eigenwert A; = 2 mit zugehérigem Eigenvektor 7; = (1,0,0)" sowie den
doppelten Eigenwert A, 3 = 1 mit zugehérigem Eigenvektor ¥, = (0,1,0)" und verallgemeinertem
Eigenvektor 5 = (0,2, 1)T mit der Eigenschaft

(A- E)z?)’3 =0, (A-E)d; =20, #0.
Daraus erhilt man
e_tetA?]E = et(A_E)?))?) = 5)3 + t(A - E)?)):; = 5)3 + 2t?])2,

weshalb eine Fundamentalmatrix @(t) des homogenen Systems gegeben ist durch

et 0 0
D(t) = [62751,6%72, el (U5 + Zt?)’z)] =10 ¢ 2+2t)e],
0 0 et

mit der Eigenschaft ®(0) = A. Der Rest folgt wie in Variante 1 mit ¢4 = ®(t)®(0)~! oder via
t Eoud
7(®) = Ot = P(O) () + (®) [ D5 TB(s)ds

= D)D) (1) + O(F) f ' D(s) " B(s) ds.

4/8



Aufgabe 3 [5+5=10 Punkte]

(a) Berechnen Sie die Losung des folgenden Randwertproblems fiir u € Z1(IR?):

5Dlu(x/y) - 2D2u(x/y) = 0/ (xry) € ]RZ
u(0,0) =0,
Dqu(x,0) =¢*, xelR

(b) Finden Sie von Null verschiedene Losungen der unviskosen Burgers-Differentialgleichung
du(x, t) + u(x, £)du(x,t) =0

mit Hilfe eines Separationsansatzes u(x, t) = f(x)g(f).

LOsSuUNG:

(a) Die DGL ist aquivalent zu (_52) - Vu(x,y) = 0. Definiert man neue Koordinaten (&, 1) via

(x) = A ¢ mit A= ["1 T2 Al = 1 (‘122 _alz)
Y n Ay Ay’ det A \—ax an
so gilt fur v(&,n) = u (A (i)) = u(ay1 & + aypn, apn & + axyn)

Dyo(&,m) = a1 D1u(ay & + ayp1, ax1€ + azn) + a1 Dou(an & + apn, axn é + axn).
Setzt man a;; = 5, a,; = -2, folgt aus der Differentialgleichung fiir u
Dyo(&,n) =0
und somit v(&,n) = f(n) mit f € Z(R) beliebig. Dann gilt aber

u(x,y)=vo (A—l (i)) =f (ﬁ(—amx + any)) =f (ﬁ(Zx + 5y)) = ¢(2x + 5y),

¢ € Z1(R) beliebig.

Aus den Randbedingungen folgt u(0,0) = ¢(0) = 0 und D u(x,0) = 2¢’(2x) = e*, bzw.
g'(x) = %ex/z_ Damit ist ¢ gegeben durch

s = [(g@de= [ lerae—e-1

5
Insgesamt hat man also u(x,y) = g(2x + 5y) = Y — 1,

(b) Man iiberzeugt sich leicht, dass konstante Funktionen u(x, t) = c, ¢ € R, die Differentialglei-
chung l6sen.

Einsetzen des Separationsansatzes u(x,t) = f(x)g(t) in die partielle Differentialgleichung lie-
fert

g (8) + f()g(B)f'(x)g(t) = 0
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und damit f(x)g’(t) = —f (x)f’(x)g(t)*. Dividiert man durch f (x) und g(t)* (da f,g # O ist dies
zumindest fiir solche (x, f) mit f(x),g(t) # 0 moglich), folgt

() ,

Diese Gleichung kann nur erfiillt sein, wenn beide Seiten konstant sind, d.h. es gibt eine Kon-
stante u € IR, sodass

g
gep

Es folgt —f (x) = ux + A, A € R, und g lasst sich aus

d
[S2=[udar+B Bewr
g

_ 1
ut+B”

—f'(x) = p.

bestimmen. Man erhilt —g(it) = ut + B und somit g(t) =

Insgesamt hat man

ux + A B
= = t#--, uABER
u(x, t) = f(x)g(t) G+ B # o F €
_xre t£-D, C,DeR
T t+D r '
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Aufgabe 4 [3+2+3+2 = 10 Punkte]

et +e™) 0 S -e)
(a) Bestimmen Sie eine Matrix A € R®3) mit ¢'4 = 0 et 0

e —et) 0 (e +e) .
(b) Finden Sie eine Transformation, welche die Differentialgleichung
() 2014
y(0) = VI+22y() + (m)

in eine lineare DGL tiberfithrt und geben Sie die transformierte Gleichung an (ohne die resul-
tierende DGL zu 16sen). Begriinden Sie Thre Antwort.

(c) Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung

Y2 -y =2x(1+x2-y)

exakt ist und geben Sie die Losung des zugehorigen Anfangswertproblems mit y(3) = 5 in
impliziter Form an.

(d) Geben Sie eine homogene lineare Differentialgleichung an, deren Losungsraum von folgenden
Funktionen aufgespannt wird:

yi(x) =cosx, y(x) =sinx, y(x) =€, yu(x)=e", ys(x) =€, yex) =1

LOsuUNG:

s +e) 0 (e -eT) cosht 0 sinht
(a) e = 0 et 0 =l 0 ¢ 0

2 —e’) 0 1 +e) sinht 0 cosht

Es gilt %em = Aet4, also

sinht 0 cosht)| cosht (0 -sinht

d
A= Eem) etA=1 0 ¢ 0 0 et 0
t cosht 0 sinht)|{-sinht 0 cosht
0 0 cosh’t-sinh®t) (0 0 1
= 0 1 0 =lo 1 o].
cosh’t —sinh®t 0 0 100
Alternativ: Es ist
20 2)fet 0 0)f1 0 1
=101 0llo ¢ oflo 1 o
1 1 —
1o -3Jlo o i1 0 -1
und damit
10 1)t 0 0)f1 0 1 001
A=l01 ollo 1 ofllo 1 of|=]0o 1 o].
20 -2JJo 0 -1J11 0 -1) |1 00

7/8



(b)

Die DGL ist vom Bernoulli-Typ
y'(x) = fRyx) +gyx)
mit f(x) = V1+22, g(x) = ( E 2)2014, a = 2014. Diese DGL geht durch die Substitution
z(x) = y(x)1™, also y(x) = z(x)1 a, wegen
y(x) = —Z(x)1 «z'(x)
in die lineare DGL erster Ordnung

1 a

%z(x)%z’(x) = f(X)z(x)1-2 + g(x)z(x)T-2  bzw. 2Z/(x) = (1 -a)f(x)z(x) + (1 — a)g(x),
also 2/(x) = ~2013VT + 22(x) ~ 2013 (25 iber.
Die DGL lasst sich schreiben als
2x(1 + x2 - y)dx — /x> —ydy = 0. (3)
Setzt man f(x,y) = 2x(1 + \/xz——y) und g(x,y) = —\/xz——y, so gilt

2
(Dof)(x,y) = - (D1g)(x, y) a

2x B
22—y 24x? -y
und somit D, f = D, g. Es folgt, dass die DGL (B) exakt ist.

flx, y))

Losungen sind Hohenlinien H(x, y) = C € R eines Potentials H(x, y) von ( g(x,y))

Aus D1H(x,y) = f(x,y) = 2x(1 + 4/x? — y) folgt
H(x,y) = ff(x y)dx = x2 +f2x\/x2 ydx = x>+ 2( — ) + a(y),
und D,H (x,y) = g(x,y) = —/x? — y liefert

H(x,y) = f g, y) dy = 5 — y)¥2 + b(x).

Damit ist H(x,y) = x* + %(x2 — y)¥? ein Potential zu (g )

Wegen H(3,y(3)) =H(3,5) = 1st die Losung des AWPs in impliziter Form gegeben durch

2, 20,2 _ )32 _ 83
X+ -yt =2

Da cos x, sin x, e € lin {eix, e‘i"}, gilt
lin{y,, k =1,..,6} =lin{e™, o = +i,£1,0}.
Das charakteristische Polynom der DGL ist daher
pA)=A+)A-D)A+1)A-DA=A2+1DA*-DA=A*-1)A = A° - A,
Die lineare homogene DGL mit diesem charakteristischen Polynom ist

y® -y =0.
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