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Bachelor-Modulprüfung

Aufgabe 1 [10 Punkte]
Berechnen Sie die Lösung des Anfangswertproblems

𝑦″(𝑥) − 𝑥𝑦(𝑥) = 0, 𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 0

mit Hilfe eines geeigneten Potenzreihenansatzes (um 𝑥 = 0).

L: Der (gewöhnliche) Potenzreihenansatz

𝑦(𝑥) =
∞
􏾜
𝑘=􏷟

𝑎𝑘𝑥𝑘

mit 𝑦″(𝑥) = ∑∞
𝑘=􏷡 𝑎𝑘𝑘(𝑘 − 1)𝑥𝑘−􏷡 ührt eingesetzt in die Differentialgleichung auf

0 =
∞
􏾜
𝑘=􏷡

𝑎𝑘𝑘(𝑘 − 1)𝑥𝑘−􏷡 −
∞
􏾜
𝑘=􏷟

𝑎𝑘𝑥𝑘+􏷠 =
∞
􏾜
𝑘=􏷟

𝑎𝑘+􏷡(𝑘 + 2)(𝑘 + 1)𝑥𝑘 −
∞
􏾜
𝑘=􏷠

𝑎𝑘−􏷠𝑥𝑘

= 2𝑎􏷡 +
∞
􏾜
𝑘=􏷠

[𝑎𝑘+􏷡(𝑘 + 2)(𝑘 + 1) − 𝑎𝑘−􏷠] 𝑥𝑘

Koeffizientenvergleich liefert die Gleichungen

2𝑎􏷡 = 0 (1)
𝑎𝑘+􏷡(𝑘 + 2)(𝑘 + 1) − 𝑎𝑘−􏷠 = 0, 𝑘 ≥ 1 (2)

Aus den Anfangswerten 𝑦(0) = 1 und 𝑦′(0) = 0 erhält man 𝑎􏷟 = 1 bzw. 𝑎􏷠 = 0.

Wegen 𝑎􏷠 = 0 folgt mit (2)

𝑎􏷣 = 0, 𝑎􏷦 = 0, 𝑎􏷠􏷟 = 0, allgemein 𝑎􏷢𝑚+􏷠 = 0 ür 𝑚 ∈ ℕ.

Gleichung (1) liefert 𝑎􏷡 = 0 und damit wegen (2)

𝑎􏷤 = 0, 𝑎􏷧 = 0, 𝑎􏷠􏷠 = 0, allgemein 𝑎􏷢𝑚+􏷡 = 0 ür 𝑚 ∈ ℕ.

Die Koeffizienten 𝑎􏷢𝑚, 𝑚 ∈ ℕ, erhält man aus der Rekursionsgleichung (2) zu

𝑎􏷢𝑚 = 𝑎􏷢𝑚−􏷢
3𝑚(3𝑚 − 1).
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Es folgt

𝑎􏷢𝑚 = 1
3𝑚(3𝑚 − 1)𝑎􏷢(𝑚−􏷠) =

1
3𝑚(3𝑚 − 1)

1
(3𝑘 − 3)(3𝑘 − 4)𝑎􏷢(𝑚−􏷡) = ⋯

= 1
3𝑚(3𝑚 − 1) (3𝑚 − 3)(3𝑚 − 4) ⋯ 6 ⋅ 5 ⋅ 3 ⋅ 2𝑎􏷟

= (3𝑚 − 2)(3𝑚 − 5)(3𝑚 − 8)⋯7⋯4
(3𝑚)! , 𝑚 ∈ ℕ.

und somit

𝑦(𝑥) = 1 +
∞
􏾜
𝑚=􏷠

𝑎􏷢𝑚𝑥􏷢𝑚 = 1 +
∞
􏾜
𝑚=􏷠

𝑥􏷢𝑚
3𝑚(3𝑚 − 1) (3𝑚 − 3)(3𝑚 − 4) ⋯ 6 ⋅ 5 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅
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Aufgabe 2 [10 Punkte]
Bestimmen Sie die Lösung 𝑦⃗(𝑡) = (𝑦􏷠(𝑡), 𝑦􏷡(𝑡), 𝑦􏷢(𝑡))𝑇 des Anfangswertproblems

𝑦⃗′(𝑡) =
⎛
⎜
⎜
⎝

2 0 0
0 1 2
0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠
𝑦⃗(𝑡) +

⎛
⎜
⎜
⎝

0
cos 𝑡
𝑒𝑡

⎞
⎟
⎟
⎠
, 𝑦⃗(𝜋) =

⎛
⎜
⎜
⎝

1
0
0

⎞
⎟
⎟
⎠
.

L: Bezeichne

𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎝

2 0 0
0 1 2
0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠
, 𝑏⃗(𝑡) =

⎛
⎜
⎜
⎝

0
cos 𝑡
𝑒𝑡

⎞
⎟
⎟
⎠
.

Variante 1:

Nach Variation der Konstanten ist die Lösung des Anfangswertproblems gegeben durch

𝑦⃗(𝑡) = 𝑒(𝑡−𝜋)𝐴𝑦⃗(𝜋) +􏾙
𝑡

𝜋
𝑒(𝑡−𝑠)𝐴𝑏⃗(𝑠) d𝑠.

Berechnung von 𝑒𝑡𝐴:

𝐴 = 􏿶
𝐴􏷠 𝕆
𝕆 𝐴􏷡

􏿹 ist eine Blockmatrix mit

𝐴􏷠 = (2), 𝐴􏷡 = 􏿶
1 2
0 1􏿹 = 𝐸 + 𝑁, 𝑁 = 􏿶

0 2
0 0􏿹 .

Es folgt wegen 𝐸𝑁 = 𝑁𝐸, und 𝑁􏷡 = 0, dass

𝑒𝑡𝐴􏷫 = 𝑒𝑡𝐸+𝑡𝑁 = 𝑒𝑡𝐸𝑒𝑡𝑁 = 𝑒𝑡(𝐸 + 𝑡𝑁) = 􏿶
𝑒𝑡 2𝑡𝑒𝑡
0 𝑒𝑡 􏿹

und somit

𝑒𝑡𝐴 = 􏿶
𝑒𝑡𝐴􏷪 𝕆
𝕆 𝑒𝑡𝐴􏷫􏿹 =

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑒􏷡𝑡 0 0
0 𝑒𝑡 2𝑡𝑒𝑡
0 0 𝑒𝑡

⎞
⎟
⎟
⎠
.

Weiter gilt

􏾙
𝑡

𝜋
𝑒(𝑡−𝑠)𝐴𝑏⃗(𝑠) d𝑠 = 𝑒𝑡𝐴􏾙

𝑡

𝜋
𝑒−𝑠𝐴𝑏(𝑠)d𝑠 = 𝑒𝑡𝐴􏾙

𝑡

𝜋

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑒−􏷡𝑠 0 0
0 𝑒−𝑠 −2𝑠𝑒−𝑠
0 0 𝑒−𝑠

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

0
cos 𝑠
𝑒𝑠

⎞
⎟
⎟
⎠
d𝑠 = 𝑒𝑡𝐴􏾙

𝑡

𝜋

⎛
⎜
⎜
⎝

0
𝑒−𝑠 cos 𝑠 − 2𝑠

1

⎞
⎟
⎟
⎠
d𝑠

= 𝑒𝑡𝐴
⎛
⎜
⎜
⎝

0
􏷠
􏷡𝑒

−𝑡(sin 𝑡 − cos 𝑡) − 􏷠
􏷡𝑒

−𝜋 − 𝑡􏷡 + 𝜋􏷡

𝑡 − 𝜋

⎞
⎟
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑒􏷡𝑡 0 0
0 𝑒𝑡 2𝑡𝑒𝑡
0 0 𝑒𝑡

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

0
􏷠
􏷡𝑒

−𝑡(sin 𝑡 − cos 𝑡) − 􏷠
􏷡𝑒

−𝜋 − 𝑡􏷡 + 𝜋􏷡

𝑡 − 𝜋

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

0
􏷠
􏷡 (sin 𝑡 − cos 𝑡) − 􏷠

􏷡𝑒
𝑡−𝜋 + (𝑡 − 𝜋)􏷡𝑒𝑡

𝑒𝑡(𝑡 − 𝜋)

⎞
⎟
⎟
⎠
,
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wobei

􏾙
𝑡

𝜋
𝑒−𝑠 cos 𝑠 d𝑠 = 􏷠

􏷡𝑒
−𝑡(sin 𝑡 − cos 𝑡) − 􏷠

􏷡𝑒
−𝜋

verwendet wurde. Dies folgt aus

􏾙
𝑡

𝜋
𝑒−𝑠 cos 𝑠 d𝑠 = −𝑒−𝑠 cos 𝑠|𝑡𝜋 −􏾙

𝑡

𝜋
𝑒−𝑠 sin 𝑠 d𝑠 = −𝑒−𝑡 cos 𝑡 − 𝑒−𝜋 + 𝑒−𝑠 sin 𝑠|𝑡𝜋 −􏾙

𝑡

𝜋
𝑒−𝑠 cos 𝑠 d𝑠

= −𝑒−𝑡 cos 𝑡 − 𝑒−𝜋 + 𝑒−𝑡 sin 𝑡 −􏾙
𝑡

𝜋
𝑒−𝑠 cos 𝑠 d𝑠.

Die Lösung des linearen Anfangswertproblems ist daher

𝑦⃗(𝑡) = 𝑒(𝑡−𝜋)𝐴𝑦⃗(𝜋) +􏾙
𝑡

𝜋
𝑒(𝑡−𝑠)𝐴𝑏⃗(𝑠) d𝑠 =

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑒􏷡(𝑡−𝜋)
􏷠
􏷡 (sin 𝑡 − cos 𝑡) − 􏷠

􏷡𝑒
𝑡−𝜋 + (𝑡 − 𝜋)􏷡𝑒𝑡

𝑒𝑡(𝑡 − 𝜋)

⎞
⎟
⎟
⎠
.

Variante 2:

Die Matrix 𝐴 besitzt den Eigenwert 𝜆􏷠 = 2 mit zugehörigem Eigenvektor 𝑣⃗􏷠 = (1, 0, 0)𝑇 sowie den
doppelten Eigenwert 𝜆􏷡,􏷢 = 1 mit zugehörigem Eigenvektor 𝑣⃗􏷡 = (0, 1, 0)𝑇 und verallgemeinertem
Eigenvektor 𝑣⃗􏷢 = (0, 2, 1)𝑇 mit der Eigenscha

(𝐴 − 𝐸)􏷡𝑣⃗􏷢 = 0, (𝐴 − 𝐸)𝑣⃗􏷢 = 2𝑣⃗􏷡 ≠ 0.

Daraus erhält man

𝑒−𝑡𝑒𝑡𝐴𝑣⃗􏷢 = 𝑒𝑡(𝐴−𝐸)𝑣⃗􏷢 = 𝑣⃗􏷢 + 𝑡(𝐴 − 𝐸)𝑣⃗􏷢 = 𝑣⃗􏷢 + 2𝑡𝑣⃗􏷡,

weshalb eine Fundamentalmatrix Φ(𝑡) des homogenen Systems gegeben ist durch

Φ(𝑡) = 􏿮𝑒􏷡𝑡𝑣⃗􏷠, 𝑒𝑡𝑣⃗􏷡, 𝑒𝑡(𝑣⃗􏷢 + 2𝑡𝑣⃗􏷡)􏿱 =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑒􏷡𝑡 0 0
0 𝑒𝑡 (2 + 2𝑡)𝑒𝑡
0 0 𝑒𝑡

⎞
⎟
⎟
⎠
,

mit der Eigenscha Φ(0) = 𝐴. Der Rest folgt wie in Variante 1 mit 𝑒𝑡𝐴 = Φ(𝑡)Φ(0)−􏷠 oder via

𝑦⃗(𝑡) = Φ(𝑡 − 𝜋)Φ(0)−􏷠𝑦⃗(𝜋) + Φ(𝑡)􏾙
𝑡

𝜋
Φ(𝑠)−􏷠𝑏⃗(𝑠) d𝑠

= Φ(𝑡)Φ(𝜋)−􏷠𝑦⃗(𝜋) + Φ(𝑡)􏾙
𝑡

𝜋
Φ(𝑠)−􏷠𝑏⃗(𝑠) d𝑠.
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Aufgabe 3 [5+5=10 Punkte]

(a) Berechnen Sie die Lösung des folgenden Randwertproblems ür 𝑢 ∈ 𝒞 􏷠(ℝ􏷡):

5𝐷􏷠𝑢(𝑥, 𝑦) − 2𝐷􏷡𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ􏷡

𝑢(0, 0) = 0,
𝐷􏷠𝑢(𝑥, 0) = 𝑒𝑥, 𝑥 ∈ ℝ.

(b) Finden Sie von Null verschiedene Lösungen der unviskosen Burgers-Differentialgleichung

𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑢(𝑥, 𝑡)𝜕𝑥𝑢(𝑥, 𝑡) = 0

mit Hilfe eines Separationsansatzes 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑡).

L:

(a) Die DGL ist äquivalent zu 􏿶
5
−2􏿹 ⋅ ∇𝑢(𝑥, 𝑦) = 0. Definiert man neue Koordinaten (𝜉, 𝜂) via

􏿶
𝑥
𝑦􏿹 = 𝐴 􏿶

𝜉
𝜂􏿹 mit 𝐴 = 􏿶

𝑎􏷠􏷠 𝑎􏷠􏷡
𝑎􏷡􏷠 𝑎􏷡􏷡􏿹

, 𝐴−􏷠 = 1
det𝐴 􏿶

𝑎􏷡􏷡 −𝑎􏷠􏷡
−𝑎􏷡􏷠 𝑎􏷠􏷠 􏿹

so gilt ür 𝑣(𝜉, 𝜂) = 𝑢 􏿶𝐴 􏿶
𝜉
𝜂􏿹􏿹 = 𝑢(𝑎􏷠􏷠𝜉 + 𝑎􏷠􏷡𝜂, 𝑎􏷡􏷠𝜉 + 𝑎􏷡􏷡𝜂)

𝐷􏷠𝑣(𝜉, 𝜂) = 𝑎􏷠􏷠𝐷􏷠𝑢(𝑎􏷠􏷠𝜉 + 𝑎􏷠􏷡𝜂, 𝑎􏷡􏷠𝜉 + 𝑎􏷡􏷡𝜂) + 𝑎􏷡􏷠𝐷􏷡𝑢(𝑎􏷠􏷠𝜉 + 𝑎􏷠􏷡𝜂, 𝑎􏷡􏷠𝜉 + 𝑎􏷡􏷡𝜂).

Setzt man 𝑎􏷠􏷠 = 5, 𝑎􏷡􏷠 = −2, folgt aus der Differentialgleichung ür 𝑢

𝐷􏷠𝑣(𝜉, 𝜂) = 0

und somit 𝑣(𝜉, 𝜂) = 𝑓(𝜂) mit 𝑓 ∈ 𝒞 􏷠(ℝ) beliebig. Dann gilt aber

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑣 􏿶𝐴−􏷠 􏿶
𝜉
𝜂􏿹􏿹 = 𝑓 􏿴 􏷠

􏸃􏸄􏸓𝐴 (−𝑎􏷡􏷠𝑥 + 𝑎􏷠􏷠𝑦)􏿷 = 𝑓 􏿴 􏷠
􏸃􏸄􏸓𝐴 (2𝑥 + 5𝑦)􏿷 = 𝑔(2𝑥 + 5𝑦),

𝑔 ∈ 𝒞 􏷠(ℝ) beliebig.
Aus den Randbedingungen folgt 𝑢(0, 0) = 𝑔(0) = 0 und 𝐷􏷠𝑢(𝑥, 0) = 2𝑔′(2𝑥) = 𝑒𝑥, bzw.
𝑔′(𝑥) = 􏷠

􏷡𝑒
𝑥/􏷡. Damit ist 𝑔 gegeben durch

𝑔(𝑥) = 􏾙
𝑥

􏷟
𝑔′(𝜉)d𝜉 = 􏾙

𝑥

􏷟

􏷠
􏷡𝑒

𝜉/􏷡d𝜉 = 𝑒𝑥/􏷡 − 1.

Insgesamt hat man also 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑔(2𝑥 + 5𝑦) = 𝑒𝑥+
􏷤
􏷡𝑦 − 1.

(b) Man überzeugt sich leicht, dass konstante Funktionen 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ, die Differentialglei-
chung lösen.
Einsetzen des Separationsansatzes 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑡) in die partielle Differentialgleichung lie-
fert

𝑓(𝑥)𝑔′(𝑡) + 𝑓(𝑥)𝑔(𝑡)𝑓′(𝑥)𝑔(𝑡) = 0
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und damit 𝑓(𝑥)𝑔′(𝑡) = −𝑓(𝑥)𝑓′(𝑥)𝑔(𝑡)􏷡. Dividiert man durch 𝑓(𝑥) und 𝑔(𝑡)􏷡 (da 𝑓, 𝑔 ≢ 0 ist dies
zumindest ür solche (𝑥, 𝑡) mit 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑡) ≠ 0 möglich), folgt

𝑔′(𝑡)
𝑔(𝑡)􏷡 = −𝑓′(𝑥).

Diese Gleichung kann nur erüllt sein, wenn beide Seiten konstant sind, d.h. es gibt eine Kon-
stante 𝜇 ∈ ℝ, sodass

𝑔′(𝑡)
𝑔(𝑡)􏷡 = 𝜇, −𝑓′(𝑥) = 𝜇.

Es folgt −𝑓(𝑥) = 𝜇𝑥 + 𝐴, 𝐴 ∈ ℝ, und 𝑔 lässt sich aus

􏾙
d𝑔
𝑔􏷡 = 􏾙𝜇d𝑡 + 𝐵, 𝐵 ∈ ℝ,

bestimmen. Man erhält − 􏷠
𝑔(𝑡) = 𝜇𝑡 + 𝐵 und somit 𝑔(𝑡) = − 􏷠

𝜇𝑡+𝐵 .

Insgesamt hat man

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑡) = 𝜇𝑥 + 𝐴
𝜇𝑡 + 𝐵 𝑡 ≠ −𝐵𝜇, 𝜇,𝐴, 𝐵 ∈ ℝ

= 𝑥 + 𝐶
𝑡 + 𝐷 𝑡 ≠ −𝐷, 𝐶,𝐷 ∈ ℝ.
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Aufgabe 4 [3+2+3+2 = 10 Punkte]

(a) Bestimmen Sie eine Matrix 𝐴 ∈ ℝ(􏷢,􏷢) mit 𝑒𝑡𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎝

􏷠
􏷡 (𝑒

𝑡 + 𝑒−𝑡) 0 􏷠
􏷡 (𝑒

𝑡 − 𝑒−𝑡)
0 𝑒𝑡 0

􏷠
􏷡 (𝑒

𝑡 − 𝑒−𝑡) 0 􏷠
􏷡 (𝑒

𝑡 + 𝑒−𝑡)

⎞
⎟
⎟
⎠
.

(b) Finden Sie eine Transformation, welche die Differentialgleichung

𝑦′(𝑥) = √1 + 𝑥􏷡 𝑦(𝑥) + 􏿶
𝑦(𝑥)
1 + 𝑥􏷡 􏿹

􏷡􏷟􏷠􏷣

in eine lineare DGL überührt und geben Sie die transformierte Gleichung an (ohne die resul-
tierende DGL zu lösen). Begründen Sie Ihre Antwort.

(c) Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung

𝑦′􏽮𝑥􏷡 − 𝑦 = 2𝑥(1 + 􏽮𝑥􏷡 − 𝑦)

exakt ist und geben Sie die Lösung des zugehörigen Anfangswertproblems mit 𝑦(3) = 5 in
impliziter Form an.

(d) Geben Sie eine homogene lineare Differentialgleichung an, deren Lösungsraum von folgenden
Funktionen aufgespannt wird:

𝑦􏷠(𝑥) = cos 𝑥, 𝑦􏷡(𝑥) = sin 𝑥, 𝑦􏷢(𝑥) = 𝑒−𝑥, 𝑦􏷣(𝑥) = 𝑒􏸈𝑥, 𝑦􏷤(𝑥) = 𝑒𝑥, 𝑦􏷥(𝑥) = 1.

L:

(a) 𝑒𝑡𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎝

􏷠
􏷡 (𝑒

𝑡 + 𝑒−𝑡) 0 􏷠
􏷡 (𝑒

𝑡 − 𝑒−𝑡)
0 𝑒𝑡 0

􏷠
􏷡 (𝑒

𝑡 − 𝑒−𝑡) 0 􏷠
􏷡 (𝑒

𝑡 + 𝑒−𝑡)

⎞
⎟
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎜
⎝

cosh 𝑡 0 sinh 𝑡
0 𝑒𝑡 0

sinh 𝑡 0 cosh 𝑡

⎞
⎟
⎟
⎠
.

Es gilt 􏸃
􏸃𝑡𝑒

𝑡𝐴 = 𝐴𝑒𝑡𝐴, also

𝐴 = 􏿶
d
d𝑡𝑒

𝑡𝐴􏿹 𝑒−𝑡𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎝

sinh 𝑡 0 cosh 𝑡
0 𝑒𝑡 0

cosh 𝑡 0 sinh 𝑡

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

cosh 𝑡 0 − sinh 𝑡
0 𝑒−𝑡 0

− sinh 𝑡 0 cosh 𝑡

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

0 0 cosh􏷡 𝑡 − sinh􏷡 𝑡
0 1 0

cosh􏷡 𝑡 − sinh􏷡 𝑡 0 0

⎞
⎟
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎜
⎝

0 0 1
0 1 0
1 0 0

⎞
⎟
⎟
⎠
.

Alternativ: Es ist

𝑒𝑡𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎝

􏷠
􏷡 0 􏷠

􏷡
0 1 0
􏷠
􏷡 0 − 􏷠

􏷡

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑒𝑡 0 0
0 𝑒𝑡 0
0 0 𝑒−𝑡

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1 0 1
0 1 0
1 0 −1

⎞
⎟
⎟
⎠

und damit

𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎝

􏷠
􏷡 0 􏷠

􏷡
0 1 0
􏷠
􏷡 0 − 􏷠

􏷡

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1 0 1
0 1 0
1 0 −1

⎞
⎟
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎜
⎝

0 0 1
0 1 0
1 0 0

⎞
⎟
⎟
⎠
.
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(b) Die DGL ist vom Bernoulli-Typ

𝑦′(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑦(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑦(𝑥)𝛼

mit 𝑓(𝑥) = √1 + 𝑥􏷡, 𝑔(𝑥) = 􏿴 􏷠
􏷠+𝑥􏷫 􏿷

􏷡􏷟􏷠􏷣
, 𝛼 = 2014. Diese DGL geht durch die Substitution

𝑧(𝑥) = 𝑦(𝑥)􏷠−𝛼, also 𝑦(𝑥) = 𝑧(𝑥)
􏷠

􏷠−𝛼 , wegen

𝑦′(𝑥) = 􏷠
􏷠−𝛼𝑧(𝑥)

𝛼
􏷠−𝛼 𝑧′(𝑥)

in die lineare DGL erster Ordnung

􏷠
􏷠−𝛼𝑧(𝑥)

𝛼
􏷠−𝛼 𝑧′(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑧(𝑥)

􏷠
􏷠−𝛼 + 𝑔(𝑥)𝑧(𝑥)

𝛼
􏷠−𝛼 bzw. 𝑧′(𝑥) = (1 − 𝛼)𝑓(𝑥)𝑧(𝑥) + (1 − 𝛼)𝑔(𝑥),

also 𝑧′(𝑥) = −2013√1 + 𝑥􏷡𝑧(𝑥)−2013􏿴 􏷠
􏷠+𝑥􏷫 􏿷

􏷡􏷟􏷠􏷣
, über.

(c) Die DGL lässt sich schreiben als

2𝑥(1 + 􏽮𝑥􏷡 − 𝑦) d𝑥 − 􏽮𝑥􏷡 − 𝑦d𝑦 = 0. (3)

Setzt man 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑥(1 + 􏽮𝑥􏷡 − 𝑦) und 𝑔(𝑥, 𝑦) = −􏽮𝑥􏷡 − 𝑦, so gilt

(𝐷􏷡𝑓)(𝑥, 𝑦) = − 2𝑥
2􏽮𝑥􏷡 − 𝑦

, (𝐷􏷠𝑔)(𝑥, 𝑦) = − 2𝑥
2􏽮𝑥􏷡 − 𝑦

und somit 𝐷􏷡𝑓 = 𝐷􏷠𝑔. Es folgt, dass die DGL (3) exakt ist.

Lösungen sind Höhenlinien 𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝐶 ∈ ℝ eines Potentials 𝐻(𝑥, 𝑦) von 􏿶
𝑓(𝑥, 𝑦)
𝑔(𝑥, 𝑦)􏿹.

Aus 𝐷􏷠𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑥(1 + 􏽮𝑥􏷡 − 𝑦) folgt

𝐻(𝑥, 𝑦) = 􏾙𝑓(𝑥, 𝑦) d𝑥 = 𝑥􏷡 +􏾙2𝑥􏽮𝑥􏷡 − 𝑦d𝑥 = 𝑥􏷡 + 􏷡
􏷢 (𝑥

􏷡 − 𝑦)􏷢/􏷡 + 𝑎(𝑦),

und 𝐷􏷡𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑦) = −􏽮𝑥􏷡 − 𝑦 liefert

𝐻(𝑥, 𝑦) = 􏾙𝑔(𝑥, 𝑦) d𝑦 = 􏷡
􏷢 (𝑥

􏷡 − 𝑦)􏷢/􏷡 + 𝑏(𝑥).

Damit ist 𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝑥􏷡 + 􏷡
􏷢 (𝑥

􏷡 − 𝑦)􏷢/􏷡 ein Potential zu 􏿶
𝑓
𝑔􏿹.

Wegen 𝐻(3,𝑦(3)) =𝐻(3,5) = 􏷣􏷢
􏷣 ist die Lösung des AWPs in impliziter Form gegeben durch

𝑥􏷡 + 􏷡
􏷢 (𝑥

􏷡 − 𝑦)􏷢/􏷡 = 􏷣􏷢
􏷣 .

(d) Da cos 𝑥, sin 𝑥, 𝑒􏸈𝑥 ∈ lin 􏿺𝑒􏸈𝑥, 𝑒−􏸈𝑥􏿽, gilt

lin 􏿺𝑦𝑘, 𝑘 = 1,… , 6􏿽 = lin {𝑒𝛼𝑥, 𝛼 = ±i, ±1, 0} .

Das charakteristische Polynom der DGL ist daher

𝑝(𝜆) = (𝜆 + i)(𝜆 − i)(𝜆 + 1)(𝜆 − 1)𝜆 = (𝜆􏷡 + 1)(𝜆􏷡 − 1)𝜆 = (𝜆􏷣 − 1)𝜆 = 𝜆􏷤 − 𝜆.

Die lineare homogene DGL mit diesem charakteristischen Polynom ist

𝑦(􏷤) − 𝑦′ = 0.
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