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Losungsvorschliage

Aufgabe 1:
(a) Fiir y1(z) = " gilt
Y (x) = 2aze¢®  und Y () = (4a2® + 2a)e°‘g”2
und Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

2(a+1)<2(a+1)x2+1)eax2:0 VieR <= a=-1,

d.h. yy(z) = e ",
Fiir yo machen wir den Ansatz ys(z) = v(z)y;1(x). Dann gilt fiir v
V' (z) = 0.
Die Losung dieser Gleichung ist
v(z) = C1 + Caz, Ch,C2 R
und somit
y(x) = Csy1(x) + Caya(x) = Csy1(x) + Cyo(z)yi(z)
= Cse ™ + Cgue ™
mit Cs,...,C6 € Rund Cs5 := C3 + C1Cy, Cg := CyCy.

(b) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare, inhomogene Differentialglei-
chung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Das charakteristische Polynom p
lautet

p(A) =N +1
und seine Nullstellen sind A 2 = 47. Damit bilden
y1(z) =sinz und ys(r) = cosz

fur alle € R ein Fundamentalsystem fur die gegebene Differentialgleichung.

Die rechte Seite der inhomogenen Gleichung ist 4sinx, d.h. m = 0,0 = 0,w = 1 (siehe
Vorlesungsskript, Abschnitt 22.11) . Da ¢ + iw = ¢ eine Nullstelle von p ist, machen wir
den folgenden Ansatz fiir die spezielle Losung y,:

yp(x) = z(asinz + bcos ), a,beR.
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Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

2acosx — 2bsinx — z(asinx + bcosz) +x(asinz + beosx) = 4sinx.

=y, (2)
Koeffizientenvergleich fiihrt auf a = 0,b = —2. Die allgemeine Losung ist somit

y(z) = Ciyi(x) + Coya(x) + yp(z) = Cisinx + Cycosx — 2z cos x.

Aufgabe 2:
(a) Da fiir P(z,y) = 22 und Q(z,y) = 2% + y? + 2y gilt
Py=0#2% = Q..

ist die gegebene Differentialgleichung nicht exakt. Es gilt aber

Qx_Py:

1
P Y

d.h. es gibt ein integrierender Faktor u, der nur von y abhéngt. Fiir diesen erhilt man
W) =nply) = nly)=e
Folglich ist die Differentialgleichung

2ze¥ dz 4 (22 4+ y? + 2y)e? dy = 0

= P(ey) o)
exakt. Als nichstes suchen wir eine Stammfunktion zu (P, @), d.h. eine Funktion F' mit

Fx(x,y) = p(l‘,y) und Fy(l',y) = Q(iﬂ,y)-

Integrieren wir die erste Gleichung nach x, so erhalten wir
F(z,y) = /Qxeyd:c = r%e¥ + O(y),

wobei C(y) eine von y abhéngige Integrationskonstante ist. Einsetzen in die zweite Glei-
chung liefert

Fy(z,y) =22 + C'(y) = (> + 12 + ) <  C'(y) = (1> + )¢,

d.h.

Cly) = / (y* + 2y)evdy = / yreVdy + / 2ye¥dy

= /y2dey + /2yeydy = y%e¥ — /eydy2 + / 2ye¥dy
= ye¥ — /ey2ydy + /2yeydy = y2%eY
und somit erhalten wir
F(z,y) = (a® + y*)e".
Die allgemeine Losung ist daher implizit gegeben durch

(2* +y?)e? = C, C €R.



(b) p = e®®8Y ist ein integrierender Faktor genau dann, wenn gilt
py P + Py = 1z Q + Q.
Fiir die gegebene Differentialgleichung ist das dquivalent zu
eTBY[By 4+ Bry + Bsiny + 1+ x + cosy] = e“* Yoz + acosy + 1]
und durch Koeffizientenvergleich erhalten wir a = 1 und g = 0.

Aufgabe 3: Das gegebene Anfangswertproblem ist

200 0
y(t)=Ay(t) +b(t) mit A=[0 1 1 und b(t) = [ et
0 0 1 0
Die Matrix A ist schon in ihrer Jordan-Normalform und daher gilt
e 0 0
=10 e te
0 0 ¢
Die Losung des gegebenes Anfangswertproblem ist dann durch
t
g(t) = e(0) + /e(t_s)Ag(s)ds
0
et 0 0\ [a Lo fe2t=s) 0 0 0
=0 e te B+ / 0 el=s (t—s)et™ e ®|ds
0 0 € v o 0 0 el=s 0
ae? t 0 ae?
= | Be! +~te' | + / e!=25 | ds = | Bet + yte! + sinh(t)
vet 0 0 vet
gegeben.
Aufgabe 4:

(a) Die gegebene Differentialgleichung ist dquivalent zu

u(0,y) = 3y .
~—
=f(vy)

Zur Parametrisierung der y-Achse verwenden wir den reellen Parameter &, hier ist I' =
{(0,¢) : € € R}. Das charakteristische System und die Anfangsbedingungen lauten

Bs) = (ks = ) to - ()
W'(5) = b(K(s),w(s)) = 6k1(s) w(0) = f(€) =3¢
mit Losung
ki(s, & s
ka(s,€) | = 33+3£s+§



Wir haben

und somit ist

y—a:3)7 22% + 2% +y
3z+1" 3xr+1

u(z,y) = w(z,

Mit dem Ansatz u(z,t) = ev(x) wird die gegebene Differentialgleichung zu

e (v"(z) — v(z)) =0, (z,t) € R%
Da dies fiir jede (z,t) € R? gelten muss, muss

V' (z) —v(z) =0, x €R.

Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist

v(z) = C1e® + Coe™ 7, C1,CyeR
und somit

u(z,t) = et (C1e” + Coe™™).

Mit Hilfe der Anfangsbedingungen bestimmen wir die Konstanten C7 und Cj:

w0,0)=CL+Cr=0 < C)=—Ch,
1

0,u(0,0) =201 =1 = ()= 5

und folglich

u(x,t) = e sinh(x).
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