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Lösungsvorschläge

Aufgabe 1:

(a) Für y1(x) = eαx
2

gilt

y′(x) = 2αxeαx
2

und y′′(x) = (4α2x2 + 2α)eαx
2

und Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

2(α+ 1)
(

2(α+ 1)x2 + 1
)
eαx

2
= 0 ∀x ∈ R ⇐⇒ α = −1,

d.h. y1(x) = e−x
2
.

Für y2 machen wir den Ansatz y2(x) = v(x)y1(x). Dann gilt für v

v′′(x) = 0.

Die Lösung dieser Gleichung ist

v(x) = C1 + C2x, C1, C2 ∈ R

und somit

y(x) = C3y1(x) + C4y2(x) = C3y1(x) + C4v(x)y1(x)

= C5e
−x2 + C6xe

−x2

mit C3, . . . , C6 ∈ R und C5 := C3 + C1C4, C6 := C2C4.

(b) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare, inhomogene Differentialglei-
chung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Das charakteristische Polynom p
lautet

p(λ) = λ2 + 1

und seine Nullstellen sind λ1,2 = ±i. Damit bilden

y1(x) = sinx und y2(x) = cosx

fur alle x ∈ R ein Fundamentalsystem fur die gegebene Differentialgleichung.
Die rechte Seite der inhomogenen Gleichung ist 4 sinx, d.h. m = 0, σ = 0, ω = 1 (siehe
Vorlesungsskript, Abschnitt 22.11) . Da σ + iω = i eine Nullstelle von p ist, machen wir
den folgenden Ansatz für die spezielle Lösung yp:

yp(x) = x(a sinx+ b cosx), a, b ∈ R.
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Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

2a cosx− 2b sinx− x(a sinx+ b cosx)︸ ︷︷ ︸
=y′′p (x)

+x(a sinx+ b cosx) = 4 sinx.

Koeffizientenvergleich führt auf a = 0, b = −2. Die allgemeine Lösung ist somit

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + yp(x) = C1 sinx+ C2 cosx− 2x cosx.

Aufgabe 2:

(a) Da für P (x, y) = 2x und Q(x, y) = x2 + y2 + 2y gilt

Py = 0 6= 2x = Qx,

ist die gegebene Differentialgleichung nicht exakt. Es gilt aber

Qx − Py
P

= 1,

d.h. es gibt ein integrierender Faktor µ, der nur von y abhängt. Für diesen erhilt man

µ′(y) = µ(y) =⇒ µ(y) = ey.

Folglich ist die Differentialgleichung

2xey︸︷︷︸
=:P̃ (x,y)

dx+ (x2 + y2 + 2y)ey︸ ︷︷ ︸
=:Q̃(x,y)

dy = 0

exakt. Als nächstes suchen wir eine Stammfunktion zu (P̃ , Q̃), d.h. eine Funktion F mit

Fx(x, y) = P̃ (x, y) und Fy(x, y) = Q̃(x, y).

Integrieren wir die erste Gleichung nach x, so erhalten wir

F (x, y) =

∫
2xeydx = x2ey + C(y),

wobei C(y) eine von y abhängige Integrationskonstante ist. Einsetzen in die zweite Glei-
chung liefert

Fy(x, y) = x2ey + C ′(y)
!

= (x2 + y2 + 2y)ey ⇐⇒ C ′(y) = (y2 + 2y)ey,

d.h.

C(y) =

∫
(y2 + 2y)eydy =

∫
y2eydy +

∫
2yeydy

=

∫
y2dey +

∫
2yeydy = y2ey −

∫
eydy2 +

∫
2yeydy

= y2ey −
∫
ey2ydy +

∫
2yeydy = y2ey

und somit erhalten wir

F (x, y) = (x2 + y2)ey.

Die allgemeine Lösung ist daher implizit gegeben durch

(x2 + y2)ey = C, C ∈ R.



(b) µ = eαx+βy ist ein integrierender Faktor genau dann, wenn gilt

µyP + µPy = µxQ+ µQx.

Für die gegebene Differentialgleichung ist das äquivalent zu

eαx+βy[βy + βxy + β sin y + 1 + x+ cos y] = eαx+βy[αx+ α cos y + 1]

und durch Koeffizientenvergleich erhalten wir α = 1 und β = 0.

Aufgabe 3: Das gegebene Anfangswertproblem ist

~y′(t) = A~y(t) +~b(t) mit A =

2 0 0
0 1 1
0 0 1

 und ~b(t) =

 0
e−t

0


Die Matrix A ist schon in ihrer Jordan-Normalform und daher gilt

etA =

e2t 0 0
0 et tet

0 0 et

 .

Die Lösung des gegebenes Anfangswertproblem ist dann durch

~y(t) = etA~y(0) +

t∫
0

e(t−s)A~b(s)ds

=

e2t 0 0
0 et tet

0 0 et

αβ
γ

+

t∫
0

e2(t−s) 0 0
0 et−s (t− s)et−s
0 0 et−s

 0
e−s

0

ds

=

 αe2t

βet + γtet

γet

+

t∫
0

 0
et−2s

0

 ds =

 αe2t

βet + γtet + sinh(t)
γet


gegeben.
Aufgabe 4:

(a) Die gegebene Differentialgleichung ist äquivalent zu(
1
u

)
︸︷︷︸

=~a
(
(x,y),u

)
·∇u(x, y) = 6x︸︷︷︸

=~b
(
(x,y),u

),
u(0, y) = 3y︸︷︷︸

=f(y)

.

Zur Parametrisierung der y-Achse verwenden wir den reellen Parameter ξ, hier ist Γ =
{(0, ξ) : ξ ∈ R}. Das charakteristische System und die Anfangsbedingungen lauten

~k′(s) = ~a
(
~k(s), ω(s)

)
=

(
1

ω(s)

)
~k(0) =

(
0
ξ

)
ω′(s) = ~b

(
~k(s), ω(s)

)
= 6k1(s) ω(0) = f(ξ) = 3ξ

mit Lösung k1(s, ξ)k2(s, ξ)
ω(s, ξ)

 =

 s
s3 + 3ξs+ ξ

3s2 + 3ξ

 .



Wir haben

~k(s, ξ) =

(
x
y

)
⇐⇒ s = x, ξ =

y − x3

3x+ 1

und somit ist

u(x, y) = ω(x,
y − x3

3x+ 1
) = 3

2x3 + x2 + y

3x+ 1
.

(b) Mit dem Ansatz u(x, t) = eitv(x) wird die gegebene Differentialgleichung zu

eit
(
v′′(x)− v(x)

)
= 0, (x, t) ∈ R2.

Da dies für jede (x, t) ∈ R2 gelten muss, muss

v′′(x)− v(x) = 0, x ∈ R.

Die allgemeine Lösung dieser Gleichung ist

v(x) = C1e
x + C2e

−x, C1, C2 ∈ R

und somit

u(x, t) = eit
(
C1e

x + C2e
−x).

Mit Hilfe der Anfangsbedingungen bestimmen wir die Konstanten C1 und C2:

u(0, 0) = C1 + C2
!

= 0 ⇐⇒ C1 = −C2,

∂xu(0, 0) = 2C1
!

= 1 ⇐⇒ C1 =
1

2

und folglich

u(x, t) = eit sinh(x).
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