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Aufgabe 1 (5 + 5 Punkte)

a)

b)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

y'(x) — dy(x) = e** + 2%, xR

Losungsvorschlag: Das Charakteristische Polynom der Differentialgleichung lautet
A? — 4 und es hat die zwei einfachen Nullstellen 2 und -2. Deshalb ist die allgemei-
ne Losung der homogenen Gleichung C1e?® 4+ Cye™2®. Wir suchen jetzt eine partikulire
Losung der Differentialgleichung 3" (z) — 4y(z) = €**. Da 2 eine Nullstelle des Charak-

teristischen Polynoms ist machen wir den Ansatz y,, (z) = Aze®. Das gibt y) (z) =
4Ae* 4 4Aze**. Deshalb y) (z) — 4y, (v) = 4Ae* + 4Axe™ — 4Aze* = €2, Das
gibt A = 1 oder y,, (z) = ixeh. Fiir die Differentialgleichung y”(x) — 4y(z) = 2? su-
chen wir eine partikulire Losung y,,(z) = az® + bx + c. Das gibt y) (z) — 4y, (z) =

2a — 4az? — 4bx — 4c = 2°. Ein Koeffizientenvergleich gibt a = —1,b = 0,¢ = —%. Also

Ypy (X) = —}le — %. Deshalb lautet die allgemeine Losung der Urspriinglichen Differen-
tialgleichung
1 1 1
_ 2z —2x Tl 2~
y(z) = Cre™ + Che™ " + 1€ Z Ty

Losen Sie das folgende Anfangswertproblem und geben Sie das maximale Existenzinter-
vall der Losung an

V@) + ) = =50, w0, y(1) =2

Losungsvorschlag: Die Gleichung ist eine Bernoulische Differentialgleichung. Wir wer-
den sie mit der Substitution u = y~! lésen. Wenn wir die Gleichung {iberall mit y 2
multiplizieren, bekommen wir die Differentialgleichung

1 1
/ -2 1 —
y(@)y~ (@) + —y () = —3.
oder, wenn wir beriicksichtigen, dass u'(z) = —/(z)y2(z),
1 1
/ _ ——

oder



Das gibt @ =iln(z)+c <= y= m day = =. Da aber y(1) = 2 erhalten wir
2= m und deshalb ¢ = 3. Deshalb lautet die Losung y(x) = m Die Losung

existiert, wenn x > 0 und 1+ In(z) >0 <= = > % Die Bedingung 1 + In(x) > 0 liegt
daran, dass 1+ In(x) nicht Null sein darf und dass 1+1n(1) > 0 (z = 1 ist die Stelle der
Anfangsbedingung). Also ist das maximale Existenzintervall der Lésung (£, 00).

Aufgabe 2 (5 + 5 Punkte)

a) Bestimmen Sie mittels des Potenzreihenansatzes y(z) = >~ a,z™ die Losung des
Anfangswertproblems

y'(z) + 2y (z) — 2y(z) =0, y(0)=1, ¢ (0)=0.

=1 yund

Lésungsvorschlag: Da y(z) = Y7, a,z"™, bekommen wir y/(z) = Y na,z
deshalb .
= Z na,x".
n=0

Ferner haben wir

Zn n—1a,z" > :Z(n+2)(n+1)an+2x”,
n=2 n=0
Deshalb bekommen wir
((n+2)(n + Dayt2 + na, — 2a,) z™ = 0.
n=0

Deshalb miissen alle Koeffizienten von x™ der linken Seite verschwinden. Das gibt

(n —2)ay,
(n+2)(n+1)

Vn e NU{0}.

Ap4+2 = —

Aber a; = ¢/(0) = 0 und das mit der letzte Gleichung gibt, dass a,, = 0 fiir alle ungeraden

n € N. Zusétzlich haben wir ag = y(0) = 1 deshalb ag4o = —% =1, alsoa; =1
und deshalb ay = ag40 = —% = 0. Das gibt a,, = 0 fiir alle geraden n € N mit

n > 4. Deshalb, bekommen wir y(z) = 2% + 1.
b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
(z+1)y"(z) — Bz +4)y'(x) + 2z + 3)y(z) =0, x> 0.

Hinweis: Eine Losung der Differentialgleichung ist gegeben durch y;(z) = e”.

Losungsvorschlag: Der Ansatz y(z) = e*v(z) fiir eine zweite Losung der Differenti-
algleichung fiithrt zu der Gleichung

(+1) (™" (z)+2(e”) v (x)+(e") "v(x)) — (Bz+4) (e"v'(x)+ (") v(@))+(22+3)e"v(x) = 0,
Und da e” eine Losung der Differentialgleichung ist, bekommen wir

(x+ 1)(e""(x) + 2™ (z)) — Bz + 4)e™ () =0, x>0,

z > 0.



oder wenn man vereinfacht

1
z+1

V'(x) = <1 + > V'(z), x>0.

Das gibt v'(x) = e (F=1)% ynd eine mogliche Wahl von v’ ist o/(x) = e*n1+2) =
(z + 1)e”. Deshalb bekommen wir mit partieller Integration v(z) = [(z + 1)e“dx =
[(z+1)(e*)dx = (x+1)e* — [(z+1)e"dx = ze” +c, wobei die Konstante ¢ Null gewéhlt
werden kann. Deshalb ist eine zweite Losung der Differentialgleichung yo(z) = e*v(x) =

ze**. Also lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung y(z) = Cie® + Chxe??,
Cl, Cy eR.

Aufgabe 3 (7 + 3 Punkte)

a) (i) Gegeben sei die Matrix A := 0 —1 —1]. Bestimmen Sie ein reelles Fun-

damentalsystem von i’ = Ay/.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass det(A—\I) = —(A—=1)(A\?+1),\ €
R, wobei I die Einheitsmatrix ist.

—1 1 0 U1
(A-1)v =0 «<— 0o -2 -1 vy | =0 <= —v;+vs =0 und —2v9—v5 = 0.
1 3 1 Vs
1 1
Das liefert den Eigenvektor 1 | und deshalb die Losung ¢1(t) = e [ 1
—2 —2

Wir suchen jetzt einen Eigenvektor zum Eigenwert i. Es gilt

—1 1 0 V1
(A—i) =0 < 0 —-1-—-¢ -1 ve | =0
—1 3 2—1 Us

< —ivy +ve=0und — (1+1i)vg —v3=0.

1
Das liefert den Eigenvektor 1 und deshalb die Losung
1—1
1 cos(t) sin(t)
e’ i | = — sin(t) +1 cos(t)
1—i cos(t) + sin(?) sin(t) — cos(t)
cos(t) sin(t)
Das liefert die reellen Losungen ¢o(t) = — sin(t) und ¢3(t) = cos(t)
cos(t) + sin(¢) sin(t) — cos(t)

¢;,j = 1,2, 3 bilden ein Fundamentalsystem von ' = Ay.



(ii) Uberfiihren Sie das Differentialgleichungssystem

{w/l (t) - / (1)
wh(t) = —wq(t) + 3w (t) + 2ws(t),

fiir t € R in das System erster Ordnung aus Teil (i). Geben Sie dann die allgemeine
Losung des Differentialgleichungssystems (1) an.

Losungsvorschlag: Wir fithren die Variable v = w] ein. Dann bekommen wir

w) =wv wy = v
vV =wl! = —w] —wy = —v — ws < vV = —v—wy
why = —wy(t) + 3w (t) + 2ws(t) = —wy + 3v + 2wy why = —wy + 30 + 2we
wi\’ 0o 1 0 wy
— ol =(0o =1 <[ o],
'LU2 —1 3 2 w2

was dem Differentialgleichungssystem aus Teil a) entspricht. Die allgemeine Losung da-
von ist wegen des Teiles a)

wy 3 1 cos(t) sin(¢)
v | = Z Cipi(t)=Cre' | 1 | +C —sin(t) + Cj cos(t)
Wy j=1 —2 cos(t) + sin(t) sin(t) — cos(t)

Deshalb lautet die allgemeine Losung von (1)

{wl(t) = C1e! + Cycos(t) + Cssin(t)
we(t) = —2C1e" + Cy(cos(t) + sin(t)) + Cs(sin(t) — cos(t)).

b) Gegeben sei die Matrix B := _01 (1)) . Berechnen Sie ¢ iiber die Reihendarstellung
der Matrixexponentialfunktion.
Lésungsvorschlag: Man berechnet B? = —I. Daraus folgt B* = (—1)*I und B**! =
(—1)*B. Deshalb gilt
o t"B" t2kB2k t2k+lBQk+1 0 tQk(_l)k o t2k+l(_1)k
tB _ _ =7 ————~ + B —_—
= Z . +Z 2k 1 1) 2 e 2 2k + 1)
n=0 k=0 k=0 k=0
Also o 0
tB . _( cos(t sin(t
e’” = I cos(t) + Bsin(t) = (_ sin(t) cos(t)) :
Das gibt

Aufgabe 4 ( 8 + 2 Punkte) Wir betrachten das Randwertproblem

Up = Uz, r € (0,2m), t>0,
u(0,t) =0, 94(2m,t)=0, ¢>0.



a)

b)

Bestimmen Sie alle Losungen u des Randwertproblems der Form wu(z,t) = v(x)w(t).

Losungsvorschlag: Der Separationsansatz fithrt zur Gleichung w'(t)v(z) = w(t)v”(z)

oder % = ”:((;)) Da die linke Seite nur von ¢ und die Rechte nur von x abhéngt, miissen

beide gleich einer Konstante d € R sein. Also

Fall 1: d > 0. Dann setzen wir d = k% k > 0 und bekommen wir v”(z) — k*v(z) = 0. Das
hat die allgemeine Losung v(x) = Ce*® + De™**. Ferner v'(x) = Cke*® — Dke % ®. Aber
die Randbedingungen geben v(0) = 0 und v'(27) = 0. Aus v(0) = 0 folgt C+D = 0 oder
D = —C. Deshalb folgt aus v'(27) = 0, dass Cke*™ +Cke=?™* = 0 oder C (> +¢72™%) =
0. Da ¥ + e~ £ (0, bekommen wir C' = 0 und deshalb C' = D = 0 oder v(x) = 0
und der Fall d > 0 liefert keine nicht trivialle Lésung.

Fall 2: d = 0. Dann bekommen wir v”(z) = 0 oder v(z) = Cx + D. Aber die Rand-
bedingungen geben v(0) = 0 = D = 0 und v'/(27r) = 0 = C = 0. Deshalb ist
v(xz) = 0 und der Fall d = 0 liefert keine nicht triviale Losung.

Fall 3: d < 0. Dann setzen wir d = —k?, k > 0 und bekommen wir v”(z) + k*v(z) = 0.
Das hat die allgemeine Losung v(z) = C cos(kz) + D sin(kx). Da v'(z) = —Ck sin(kx) +
Dk cos(kx) bekommen wir v(0) =0 = C =0.v'(2r) =0 = Dkcos(27k) = 0.
Da aber C' = 0, muss fiir eine Losung v, die nicht Null ist, D # 0 gelten und deshalb

bekommen wir cos(2kr) = 0. Das gibt 2km € {mm — Z,m € N} oder k = 2 — 1. Das
liefert die Losungen vy, (z) = sin((%2 — 1)z),m € N. Somit gilt w,,(t) = Chpe~(3-2)%

und die separierten beschriinkten Losungen lauten C,,e~ (3 —1)% sin((2 — $)z),m e N.
Losen Sie das obige Randwertproblem mit der zusétzlichen Anfangsbedingung

u(x,0) = sin (%) .z €[0,2n].

Losungsvorschlag: Einsetzen von ¢t = 0 in die Losungen aus Teil a) ergibt die richtige
Losung fiir m = 2,C,, = 1, also e~ 16 sin (%) Man kann aber diesen Teil auch ohne Teil
a) losen: Der Ansatz u(x,t) zgtw(t) sin (22) fithrt zur Gleiclrgltung w'(t) = —w(t) und
daraus folgt, dass w(t) = Ce 16. Dies liefert u(x,t) = Ce 1 sin (2£). Die Anfangsbe-
dingung gibt nun C' = 1. Man kann auch iiberpriifen, dass die Randbedingungen erfiihlt

sind. Deshalb ist
_ot . (3
u(z,t) = e 16 sin (Z) :

die Losung des Anfangswertproblems.



