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HoOuerRE MATHEMATIK III FUR DIE FACHRICHTUNG
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LOSUNGSVORSCHLAGE ZUR BACHELOR-MODULPRUFUNG

AUFGABE 1 (5+5=10 PUNKTE)
a) Finden Sie die Losung des Anfangswertproblems

v =xy+x°y?, xe(-1,1)
y(0)=1.

Begriinden Sie, warum die Losung tatsachlich auf (-1,1) existiert.

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

cos(x)y” (x) + (sin(x) — 2 cos(x))y’(x) + (cos(x) —sin(x))y(x) = 0, xe (_E E).

Hinweis: Eine Losung der Differentialgleichung ist gegeben durch y; (x) = e*.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Es handelt sich hierbei um eine Bernoulli-Gleichung mit @ = 2 als Exponenten. Wir multi-
plizieren mit —y~2 und erhalten die Gleichung

-1

Nun substituieren wir z:=y~", womit sich

y ’ 3
-5 =z =-xz—-x
y2
ergibt mit Anfangswert z(0) = (y(0))~! = 1. Dieses lineare Anfangswertproblem 16sen wir,
indem wir
X X2
Alx)= | -sds=-—
(x) Jo sds >
und

— bitte wenden —



Die Losung ist also gegeben durch

X
x2

2(x) = 2(0)e"™) + eA(x)f e (=s%)ds=e 7 +e”
0

()

X

X2 X2
T((2-x%)e7T -2)=2-x*-e"7.

Eine Resubstitution liefert nun die Losung des Ausgangsproblems, namlich

1
()= ———.
2-x2-e7

x2
Zu begriinden, dass die Losung auf (-1,1) existiert, reicht es zu zeigen, dass f(x):= 2—x*>—e™ 7 =
0 fir alle x € (—1,1). Da f gerade ist reicht es zu zeigen, dass f(x) = 0 fiir alle x € (0,1). Das

folgt aber weil f(1)=1- =2 > 0 und f ist monoton fallend auf (0,1)da f'(x) =x(-2+ e_%) <0
auf (0,1).
Der Ansatz y(x) = v(x)y; (x) liefert die Gleichung

77 Sin(x) /

v+ v =0,
cos(x)
die mit der Substitution w := v’ zu
sin(x
w' + ( )w =0
cos(x)

wird. Fur die Losung dieser Gleichung berechnen wir

A(x) = J SN Gy = “In(cos(x)) + C

cos(x)
und das liefert z.B. die Losung

In(cos(x))

w(x)=e = cos(x)

Daraus folgern bekommen wir z.B. die Losung
v(x) = Jw(x) dx =sin(x)+ D
SchlieSlich ergibt sich daraus fir D = 0

y(x) = sin(x)y; (x) = e*sin(x).

Die Losungen sind y,y; linear unabhéngig, da die Wronskii Determinante

v(0)  1(0) :‘0 1‘
v’(0) »7(0) 11

nicht Null ist. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet deshalb

y(x) = Ce* + Cpe™sin(x), C,CeR

— bitte wenden —



AUFGABE 2 ( 5+ 5 =10 PUNKTE)
a) Losen Sie das Anfangswertproblem

X

v”(x)+2y’(x) - 3y(x) = 6¢*, x€R,

b) Gegeben sei das Anfangswertproblem

(1-x)” —6xy’ -4y =0,
p(0)=0, (0)=3.

auf I = (-1,1). Berechnen Sie die Losung mit Hilfe eines Potenzreihenansatzes. Geben Sie
die Koeffizienten dabei explizit an.
Hinweis: Es ist n? + 5n+ 4 = (n+4)(n+ 1) fiir alle n € IN,,.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung lautet A2+ 213 und das hat die Null-
stellen 1 und -3. Deshalb lautet die allgemeine Lésung der homogenen Gleichung C;e*+Cye™>*.
Da 1 eine einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, suchen wir partikulare Lo-
sung der Form y,(x) = Axe*. Dann y,(x) = A(x + 1)e* und y,/(x) = A(x + 2)e*. Deshalb wenn wir
einsetzen bekommen wir 4Ae* = 6e*. Also A = % Deshalb lautet die allgemeine Losung der
Differentialgleichung

y=Cre’+Cre > + %xe"
Da y(0) = 0 folgt, dass C; + C, = 0 oder C, = —=C;. Da y’(0) = 0 folgt, dass C; — 3C, +% =0.
Deshalb gilt C; = —%, C,= %. Daraus folgt, dass die Losung des Anfangswertproblems ist

3 3 3
Y= —ge" + ge‘3x + Exe".
b) Wir beginnen mit dem Ansatz
Y(x)= ) ax”,

n=0

Y'(x)=) nax"",
n=0

v”(x) = Zn(n —1)a,x"? = Zn(n —1)a,x"? = Z(n +2)(n+1)a, ,x".
n=0 n=2 n=0

— bitte wenden —



Einsetzen in die Gleichung liefert

0=(1-x%y"—6xy’ —4y = Z((n +2)(n+1)a,., —n(n-1)a, — 6na, —4a,)x"
n=0

1

((n+2)(n+V)ays - (n*+ 51+ 4)a, )"

=
I
o

(n+2)(n+1)a,n—(n+4)(n+1)a,)x"

1

=
Il
o

Der Koeffizientenvergleich liefert nun die Rekursion

n+4)(n+1) n+4a
Ayyn = = .
2 (n+2)(n+1) n+2 "

Wir unterscheiden nun nach geraden und ungeraden Koeffizienten.
1. Fall: n gerade (n = 2k, k € IN). Es folgt ay = y(0) = 0 und somit

2k+2 2k+2 2k . 2k+2a 2k+2
k2= s 5 A2k—4 = 4=...=
2k k2T ok Tk —p kAT gtk 2

ap =y =

2. Fall: n ungerade (n = 2k + 1,k € IN). Es folgt a; = y’(0) = 3 und somit

= = —k 5 a = ——0 —k ! a = a = = ag = (2k + 3)
a a _ . _ _ e .
n 2k+1 2k +1 2k-1 2k+1 2k-1 2k-3 2k —1 2k-3 3 0

Somit folgt fur die Losung

y(x) = i(Zk + 3)x 2kl

k=0

fur x € (-1,1).

— bitte wenden —



AUFGABE 3 (7+3=10 PUNKTE)

0 1 0
a) (i) Gegeben sei die Matrix A:=|5 0 1| Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem von
4 -4 1
7= A7
Hinweis: Sie durfen ohne Beweis verwenden, dass das charakteristische Polynom der
Matrix gegeben ist durch det(A — AI) = —(A% = 1)(1-1).

(ii) Uberfiihren Sie das Differentialgleichungssystem

(0.1)

wy(t) = 5wy (t) + w(t),
w)(t) = 4w (t) — 4w (t) + wy(t),

fir t € Rin das System erster Ordnung aus Teil (i). Geben Sie dann die allgemeine
Losung des Differentialgleichungssystems (0.1) an.

b) Wir betrachten die Matrix B := 0 1 . Gegeben ist, dass eB! = cqs(t) sin(t) . Bestim-
-1 0 —sin(t) cos(t)
men Sie die Losung des Anfangswertproblems
— — 0 — _1
y’=By+(1), y(0)=( 1 )
LOSUNGSVORSCHLAG
a)
1 1 0 71
A+I)=0<< |5 1 1||v,|=0 < v;+v,=0und5v;+v,+v3=0.
4 -4 2 V3
-1 -1
Das liefert den Eigenvektor | 1 |und deshalb die Losung ¢ () = e[ 1
4
-1 1 0 V1
(A—I)17:0<: 5 -1 1 %) =0(E)—v1+v2:0und5v1—v2+v3:0.

4 -4 0| vs

Das liefert die den Eigenvektor [ 1 |und deshalb die Losung ¢,(t) =¢f| 1 |.
-4 —4

Da es keinen anderen linear unabhangingen Eigenvektor gibt, aber die algebraische Vielfachheit
des Eigenwertes 2 ist, miissen wir eine zusatzliche Losung finden. Dafiir 16sen wir die Gleichung

1 -1 1 0\(w 1
A-Dw=| 1|=|5 -1 1{|lw|=]|1
—4 4 -4 o)\ ws) | -4

— bitte wenden —



Da die zweite Komponente des Eigenvektors nicht Null ist, kann w, = 0 gewdhlt werden. Das

-1
fuhrt zu w; = -1 und w3 =4 alsow=| 0 |. Das liefert die Losung
4
-1 1 -1+t
Gs3(t)y=e'(W+(A-Dtw)=e'|| 0 |+t| 1 [[=¢€]| ¢t
4 -4 44t

Die Funktionen ¢;,j = 1,2,3 bilden ein Fundamentalsystem von v’ =Ay.

Wir fuhren die Variable v = wi ein. Dann bekommen wir

wy=v wy=v
v =w] =5w]+w, =5v+w, = {v=-v-w,
w) = 4wy (t) — 4w (t) + wy(t) = 4w —4v + w, w) =wy + v+ 2w,
wiY (0 1 0)(w
— | v|=|5 0 1 v |,
wy 4 -4 1 wy

was dem Differentialgleichungssystem aus Teil a) entspricht. Die allgemeine Losung davon ist
wegen des Teiles a)

w) 3 -1 1 1+t
v :chqb]-(t):cle—f 1|+ Coel| 1 [+Caet| t
w,) i 4 -4 4-4t

Deshalb lautet die allgemeine Losung von (0.1)

wl(t) = _Cl e_t + Czet + C3€t(—1 + t)
wz(t) = 4C1 €_t - 4C2€t + C3(4 — 4t)€t

wobei Clr Cz, C3 eR.

Man verwendet die aus der Vorlesung bekannte Formel. Deshalb gilt

t
At) = P 7(0) + erJ. e B (?) ds.
0

Setzt man ein ergibt sich

.\ [—cos(t)+sin(t) g —sin(s)

yit) _( cos(t) +sin(t) )+eBtJ; ( cos(s) )ds’

cos(t)—1
)|

sin(

sodass durch Ausfiihren der Multiplikation und Addition gilt:

e = (—cos(t) +sin(t))+ (1 —cos(t)) _ (1 —2cos(t) +sin(t))

cos(t) + sin(t) sin(t) cos(t) + 2sin(t)

— bitte wenden —



Aufgabe 4 ( 6 + 4 Punkte)

a) Finden Sie alle Losungen der partiellen Differentialgleichung

Up

XlUyy + Uy = =
u(l,t)=0,
u(e,t) =0,

fur alle x > 0 und alle t € R, die die separierte Form u(x, t) = v(x)w(t) besitzen.

b) Losen Sie mit Hilfe der Methode der Charakteristiken das Anfangswertproblem

u;=2u,+e', xe€R, t>0,
u(x,0) = sin(x).

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Der Ansatz u(x,t) = v(x)w(t) liefert

t
= =AeR,
da beide Seiten nur von einer Variablen abhiangen, die beliebig gewahlt werden kann. Die
rechte Seite liefert die Gleichung

w'(t) = dw(t) = w(t) = CeV, CeR

Die linke Seite liefert die Gleichung

x%v”(x) + xv’(x) = Av(x) = 0,
eine Eulersche Differentialgleichung. Der Ansatz v(x) = u(log(x)), vy = log(x). Es folgt

V)= - u'llog),  v(x) = (" (log(x) - u'(log(x)),

Einsetzen liefert
u”(y) = Au(y) =0,

eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Das charakteristische Polynom
ist p(u) = p* — A. Fiir die Nullstellen und somit die Losung dieser Gleichung machen wir eine
kleine Fallunterscheidung danach, ob A positiv oder nicht-positiv ist.

1.Fall: A\>0=pu= +V1l= u(y) = cle‘ﬁy + cze“ﬁy = v(x) = u(log(x)) = clx\r/\ + czx“ﬁ.

2. Fall: A\<0=pu= V-1 = u(y)=cy cos(\/jy) +cy sin(\/jy)

= v(x) = u(log(x)) = ¢; cos(V-Alog(x)) + ¢, sin(V-Alog(v)).

— bitte wenden —



Eine Losung der Gleichung ist offensichtlich die Nullfunktion. Ansonsten folgt w(t) = 0 fur alle
t € R und aus den Bedingungen der Aufgabe ergibt sich u(1) = u(e) = 0. Fur A > 0 bedeutet dies

OZM(1)2C1+C2:>C2:—C2

und deshalb
0=u(e)=CreV—e V) = VA = e VA

ein Widerspruch zu A > 0, da die Exponentialfunktion strikt wachsend ist. Somit folgt 1 <0
und deshalb die Gleichungen

und

0=u(e) = Cysin(V-1) & V=X = kn(k € Ng) & A = —k*r%.
Somit folgen schlief3lich fiir k € Ny und C € R die separierten Losungen

)
eknt

ur(x, t) = ve(x)wi(t) = C sin(kmlog(x)).

Flr feste x, t definieren wir, v(s) = u(x—2s,t+s). Dann v’(s) = —2u,(x—2s,t+5)+ u;(x—2s,t+s) =
e!'*s. Aber da v(0) —v(~t) = J_Ot v’(s)ds bekommen wir u(x,t) — u(x — 2t,0) = f_ot etds=ete’|”, =
e! —1 was zusammen mit der Anfangsbedingung liefert u(x,t) = sin(x + 2t) + e’ — 1.



