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Aufgabe 1

a) I y

i

I X

C(2) = 7+ = e .
L z2)=it = 2(t) =0, yt)=tmit 0 >t -7 = ((2(t)) =€ mit 0 =t =,
II: 2(t)=t+imr = 2(t)=tmit 0 =t — —o0, y(t) =7 = ((2(t)) = —e’ mit
0—1t— —o0,
II: 2(t) =t = z(t) =t mit —oo >t — 0, y(t) =0 = ((2(t)) = €' mit
-0 —t— 0.

Aus der Orientierungstreue ergibt sich

¢(B)={¢[Im¢ >0, 0<[¢] <1}

- ©

-1 1 1 1

b) Die Abbildung w kann als zusammengesetzte Abbildung w(z) = no {(z) = n({(z)) mit

(i
==
geschrieben werden. Wir bestimmen also ((B) durch 7(() :

(M6bius—Transformation) ,

n(¢)

I: Die Polstelle ( = 7 liegt auf I’, aber auch auf der imaginéren Achse, die durch n auf
die reelle Achse abgebildet wird. Das Bild von {|(| = 1} ist damit eine Gerade, die
in p(—i) = 0 auf der reellen Achse senkrecht steht. Das Bild von {|(| = 1} ist die
imaginére Achse und 7(I‘) eine Teilmenge derselben.

IT° + III*: Die Geradenstiicke II° und ITI‘ liegen auf der reellen Achse der (—Ebene.
Da die reelle Achse durch n(1) = 7 und n(—1) = —i auf einen Kreis abgebildet
wird, der auf der imagindren Achse senkrecht steht, erhalten wir als Bild in der



n-Ebene den Einheitskreis. Sowohl 7n(11‘), als auch n(/1I¢), sind also Teilmengen
des Einheitskreises.

Fiir w(B) stehen in der w-Ebene vier Bereiche zur Verfiigung. Wegen

n(51) =-3

ergibt sich

=dh\
—~_

w(B) ={w|Rez <0, |w|>1}.

Aufgabe 2

a) In der rechten Halbebene liegt nur die zweifache Polstelle z =1 von f. Da

1 d (z—i)e””
Res (f;1) = ihﬂ%(@%)
1
= (1420

erhalten wir mittels Residuensatz

/f(z)dz:27ri Res (f;1) = —o0 (241).

b) Wir zeigen, dass der Betrag des Integrals gegen 0 strebt. Mit
. 1 1
[y :2(p) = Re®, —§7T <p< EW’
ist eine Parameterdarstellung von I'; gegeben. Da R > 1 und
cos(p) >0 fiir p€[— g, g} = e Reos(0) < 1.
Wir setzen die Parameterdarstellung von I'y ein, und erhalten mittels der iiblichen Inte-
gralabschdtzung

2€l'

0< ‘/f(z)dz < max |f(z)| - Lange von Iy,
Iy

und mit R > 1

R+1
I
2R2 2 R—oo

- f2eo ),

< L I .
= TR o - " R 9
wobei

(2| + D™ _ Jf+1 _ R+1
< <
szé%}f If(z)] < (|22 -1)2 ~ (]z]2=1)2 = (R2—1)2




(t—1)sint < i,
- [#

(t2 + 1)2

¢) Da
(t —1)cost ‘t+1‘< 2

(t2+1)
ergibt sich fiir hinreichend grofle ¢ Konvergenz von I; und [, gemé&fl dem Majoranten-

kriterium.

d) Es gilt nach a)
/ f(2)dz + / f(z

I’y 188t sich durch z(t) = —it, —R < t < R parametrisieren. Dies ergibt

(2+z)

/f(z) o / (it — ’L()_(;};)S_t 1—)21, sin t) (—i)dt

R(t—l)cost . [ (t—=1)sint
/ (2 +1)? dt_l_/R @+1) °

Fiihren wir den Grenziibergang R — oo durch und beachten b), dann erhalten wir
i

L—ilb=-"—i" = L =-" =2
e e e 2e
Aufgabe 3
Ausgeschrieben liegt das System
T1 = _t% T2
Lo = —2

vor.
) Wir differenzieren die zweite Gleichung nach ¢
— t2i2 —229=0

LEQ = —i'l = t—Q.TQ
Dies ist eine homogene Eulersche Differentialgleichung
Ansatz (t > 0): zo(t) =t" = r(r—1)—-2=0 = r=2,r,=-1
Allgemeine Losung:
1
$2(t) = 01t2 + CQE (01,02 € R) .

1
== —201t + CQ t_2

b) Aus dem System ergibt sich
21 (1) = —22(t) =

Allgemeine Losung des Systems fiir ¢ > 0
. —2t £
¢



S -2C; + C 3
c)x(l):( 01102>:<0> = Ci=-1,Cy=1.

Losung des Anfangswertproblems fiir ¢ > 0:

-( %)+

= %l»—t

Aufgabe 4

a) Entwicklung der linken Seite der DGL.:

E(k —1)cpa®™ —Qkackxk 1+4chx

NE

2

(e o]
:Z]+2 (7 + 1)’ +4CO+Z — 2§)c;a’
Jj= Jj=1

= dcg + 205 + Z{(j +2)(j + Dejyn + (4= 2))¢;}
j=1

=
Il

Entwicklung der rechten Seite der DGL.:

o0 1
2 —z? _ 2 k_— p2k+1
T° + ze —m+x~|—§ (1) ot
k=1

Es folgt durch Koeffizientenvergleich:

] 1 3‘2'03+261:1
j=2 4.3.¢=1

)
)
iii)
)

iv) j=2k+1,k>1: (2k+3)(2k + 2)cokts + (—4k + 2)cop41 = (—1)’“%
= Cok43 = 2+ 3)1(2k 1) (2(2/{ — 1)eopt1 + (—l)k%)
v) j=2k, k>2: (2k+2)(2k + 1)copyo + (4 — 4k)co = 0
= Cok42 = Ak~ 1) .
(2k+2)(2k+ 1)
b) Mit y(0) = ! = ¢, ¥'(0) =2 =¢ folgt aus a): co = —1, c3 = —1, = 1 =—
X 2 , 2 4-3 12
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