Losung zur Klausur, WS 2009/2010

Ho6here Mathematik III fiir die Fachrichtungen
Elektroingenieurwesen, Physik und Geodisie

Aufgabe 1 Bestimmen Sie ein reelles Fundamentalsystem des folgenden homogenen Differen-
tialgleichungssystems:

(1) 2 -1 -1 v (t)
w) | =1 2 -1 -1 Yo (t)
Ys(t) -1 3 3 ys(t)
y(t)
Bestimmen Sie aulerdem die Losung | w2(¢) | des obigen Systems mit
ys(t)
y1(0) 1
y2(0) | =1 2
y3(0) 3
Wir berechnen zunéchst die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
2—-X -1 -1

p(A) = det 2 —-1-Xx -1
—1 3 3-A

pA)=2=XN)(-1=-X)B-AN)—=-1-64+32-N)—(-1=-X)+2(3-1))
= —6+2\ —6A+2X7+3X — A7+ 327 — X* 4+ 6 — 4\
=N +4)% -5\
= (=\)(\? =4\ +5)
= (=M((A=2)*+1)
= (VA= 249)(A = (2—1).
Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind also 0, 2 + ¢, 2 — 7. Das sind bekannt-

lich dann auch die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix. Wegen 2 +1i¢ = 2 — ¢ geniigt es, die
Eigenrdume zu den Eigenwerten 0 und 2 + ¢ zu berechnen.

Eigenwert O :

2 -1 -1 2 -1 -1 0 -1 -1 0
Ker 2 -1 -1 =Ker| 0O O 0 =Ker| 0O O 0 = -1
-1 3 3 5 0 0 1 0 0 1
Eigenwert 2 + 4 :
—1 —1 -1 1 —1 —1
Ker 2 —-3—-i -1 =Ker| 0 =3+7 —1+4+2:
-1 3 1—1 0 3—1 1—-2
1 —1 —1 1—1
=Ker| 0 =3+7 —1+4+2: = 1—1
0 0 0 2



1 —1
Wir zerlegen nun die komplexwertige Losung e | i —1 | in Real- und Imaginirteil. Es gilt

2
1—1 1—1 —sint — cost cost —sint
et i —1 | =e*(costtisint) | i—1 | =e* | —sint —cost |+ie* | cost —sint
2 2 2cost 2sint
Ein reelles Fundamentalsystem ist dann gegeben durch
0 —sint — cost cost —sint
or(t) = =1 |, @oft)=e*| —sint—cost |, ¢s3(t)=e*| cost—sint
1 2cost 2sint
1
Nun bestimmen wir die spezielle Losung mit dem Anfangswert | 2 | . Es soll also gelten
3
0 —1 1 ' 1
y0)=a| =1 | +b| =1 | +c| 1 | =] 2
1 2 0 3

Wir miissen also folgendes LGS l6sen:

0 —1 1|1
-1 -1 1]2
1 2 03
Das ist gleichbedeutend mit
0 —1 1|1
-1 0 O0f1
0 2 04
Daraus folgern wira=—1,b=2,c=1+2=3.
Also lautet die gesuchte Losung
y1(t) 0 —sint — cost cost — sint
y(t) | =—| =1 | +2* | —sint—cost | +3e* | cost—sint
ys(t) 1 2cost 2sint



Aufgabe 2

a) Losen Sie das Anfangswertproblem

3y(y)? — (L+y>)y" =0,  y(0)=0, y(0)=1.

i ) / ds s
nweis: = .
T+ Vifs

b) Losen Sie das Anfangswertproblem

(v +a)de +ydy =0,  y(—5)=1.
und bestimmen Sie das maximale Existenzintervall der Lésung.

a) Es handelt sich um eine implizite Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form
O(y,y,y") =0 (mit ®(a,b,c) := 3ab* — (1 + a*)c).

Wir berechnen zunéchst p(t) aus ®(¢, p(t), p(t)p(t)) = 0 und danach y(x) aus y'(z) = p(y(z)).
Im Hinblick auf den zweiten Schritt gilt insbesondere p(0) = p(y(0)) = v'(0) = 1.

Schritt 1: Wegen p(0) = 1 verschwindet p zumindest auf einer kleinen Umgebung von 0 nicht
und aus D (¢, p(t), p(t)p( )) = 3tp(t)2— (1+12)p(t)p(t) = 0 folgt dort dann 3tp(t) — (1+*)p(t) = 0
und weiter % = 5. Also gilt p(t) = ¢(1 +*)*? (mit ¢ € R) und aus p(0) = 1 folgt ¢ = 1.
Schritt 2: Wir lésen nun y/'(z) = p(y(z)) mittels Trennung der Variablen. p verschwindet
auf R nicht und geméfl Hinweis ist P(t) := \/ﬁ eine Stammfunktion von 1/p. Aus 1%7;) =1

erhalten wir die Losung y zunéichst in impliziter Form: P(y(z)) = x + C mit C € R. Aus

y(0) = 0 folgt C'= P(0) = 0. SchlieBlich 16sen wir P(y(z)) = % = z noch nach y auf: Es
y(x

folgt y* = 2*(1 + 9?) und daraus y*> = Wegen 3/(0) = 1 kann dies nur fir y(z) = T

1— x2
gelten (Vorzeichenwechsel von — nach +).

b) Wir setzen P(z,y) = y*> +x und Q(z,y) = y. (Die Differentialgleichung Pdx + Qdy = 0 ist
nicht exakt, denn P, = 2y # 0 = @,.) Wir probieren, ob es einen integrierenden Faktor der
Form p = p(x) gibt:

(Pp)y = Py = 2yp = (Qu)y = Qupu + Qu' = ypi!

~2yp =y
~op' = 2p
~p(x) = ke

Tatsiichlich ist also u(z) = €** ein integrierender Faktor. Wir bestimmen nun eine Stammfunk-
tion der exakten Differentialgleichung puPdx 4+ uQdy = 0

Aus F, = pQ = e*y folgt F(z,y) = 3¢**y* + C(z) (mit einer Funktion C' = C(x)). Somit
muf} e**y? + C'(z) = F, = uP = eQx(y + x) gelten, also C'(z) = e*x. Es ist [e*zdr =

1 233 f% 2xdx_ 162xx 162w:%€2m($_%)‘



Also ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung in impliziter Form gegeben durch

1 1
F(z,y) = 562$(y2 +z— 5) =c.
Aus y(—1/2) =1 folgt ¢ = 1/2- e 1 (1 +1/2 —1/2) = 0. Also gilt 1/2-e**(y* +z—1/2) =0
und damit y* = —z + 1/2. Wegen y(—1/2) = 1 > 0 folgt daraus y(x) = /—z + 1/2 und diese
Losung existiert offensichtlich auf (—oo, 1/2).



Aufgabe 3 Losen Sie mit einem Potenzreihenansatz das Anfangswertproblem

Y’ —|—2y—y—34—|—§smhx y(0)=1, ¢(0)=0.

Wir machen wie gefordert einen Potenzreihenansatz; es gilt also

:chxk, y'(x) :chkxkfl, Zk — 1)epa™2.
k=0 k=1 k=2

(Wegen der Anfangsbedingungen kennen wir schon die Koeffizienten ¢y = y(0) = 1 und ¢; =
y'(0) = 0.) Eingesetzt in die linke Seite der Differentialgleichung ergibt sich

'+ y—y—ik — D2 + 2 chk:v ickxk
k=0

oo

f:quQ k+ 1)cpiox —1—2 kepa® —chxk
k=0 k=1

k=0

= 1
= (0+2)(0 + 1)coun + ;((k +2)(k + Dewsa + ke - ck>xk A

- k
= —co+2c + Z((k: +2)(k + 1)chr2 + (5 — 1)ck>xk :
k=1

Auf der rechten Seite der Differentialgleichung steht

T T — 1 > 1
34 e h :34 el - 2n+1:34 - 2n+2.
Tgsinhe +2;(2n+1)!x +;2(2n+1)!x

Ein Koeffizientenvergleich liefert also zum einen
—Co + 262 =34 y
woraus wegen ¢g = 1 unmittelbar ¢; = 35/2 folgt, zum anderen

k 0, k=2n+1,
k+2)(k+1 2 1) =
(b4 2kt e + (5~ e { L k=20 42

2(2n+1)!°

(n > 0).

Aus der ersten Zeile hiervon ergibt sich die Rekursionsvorschrift

(1/2—n)

Con+3 = Con+1 (n>0).

(2n+ 3)(2n + 2)
Wegen ¢; = 0 folgt ¢3 = c5 = ¢; = --- = 0. Die zweite Zeile liefert
—NCopt+2 + +
Contq = - 2t ) (n>0).

(2n+4)(2n + 3) -

Es ergeben sich dann die Werte

1=
w

C4 = 73 = 331



C6 = 65

=~ 756 2.3.4.5.6
2 + 1 —243
Cq = —2345672:2345 _ 23456 — 1
8 87 87 2:3-4-56-7-8

und damit kommen wir zu der Vermutung

1

C%Zm (n>2),

die wir induktiv beweisen. Der Induktionsanfang ist schon gemacht; es fehlt noch der Indukti-
onsschluss: Ist die Formel fiir n := v 4+ 1 > 2 bewiesen (IV), so folgt

—VCyy2 + m
Co(ni1) = Coprd =
2t T T o) 1 4) (20 + 3)

1 1
Vg T 3@
(2v +4)(2v + 3)

—v+(v+1)
(2v+2)!

(2v +4)(2v + 3)
I 1
Qu+4)!  2m+1D)

v

Die Formel gilt dann also auch fiir n 4 1.
Wir fassen die gefundenen Ergebnisse zusammen:

02n+1:0 (nz()), 00:1, 62:35/2, Con — —7— (n22)

Wir {iberlegen uns, daf§ coshz = "> ﬁ e =1+ 22240, con ™, also Y o7, Cop 2" =

n=0
—1 — 2%/2 + cosh z gilt. Damit haben wir die Losung des Anfangswertproblems ermittelt:

y(zr) = chx” = 1+35/2-x2+202nx2" =1+35/2 -2 —~1—2%/2+coshx = 172° + cosh z.
n=0 n=2



Aufgabe 4 Sei D := {(z,y) € R*: z,y > 0}. Betrachten Sie die Differentialgleichung
20,u — yo,u = zy°
in D und bestimmen Sie die Losung u = u(z,y) dieser Differentialgleichung, die der Bedingung
(€, €) = 0 fiir alle € > 0

geniigt. Wie sehen die Grundcharakteristiken aus?

Skizzieren Sie in der (z,y)-Ebene die Kurve I, auf der die Anfangswerte vorgegeben sind, sowie
einige Grundcharakteristiken.

Uberpriifen Sie, ob Thre Berechnung tatséchlich eine Losung der Differentialgleichung geliefert
hat.

Auf welcher Teilmenge von D ist die von Thnen berechnete Losung erklért?

Das charakteristische System der gegebenen Gleichung lautet

Ki(s) = ka(s)
ko(s) = —ka(s)
w'(s) = ki(s)ka(s)2.

Die Kurve fiir die Anfangswerte ist parametrisiert durch £ > 0. Zu festem ¢ > 0 lauten die
Anfangswerte fiir das charakteristische System:

k1(0)
k2(0)
w(0)

§
§
0.

Fiir festes & > 0 erhélt man als eindeutige Losung der ersten beiden Gleichungen die Grund-

charakteristik b (s.6) ¢
s, - e’
(5,8) = ( k;(s,f) ) = < fos ), s € R.

Wir bemerken, daBl ki (s, )ks(s, &) = &2 gilt. Die zugehorige Grundcharakteristik ist also eine
Hyperbel durch (¢, €) (d.h. ihr Bild stimmt mit dem Graphen von z +— £2/x iiberein).
Auferdem ist I' = {(£,€) : £ > 0}.

Skizze (griin: T', blau: & = 1, lila: £ = 2, schwarz: £ = 3):

o]

Berechnung der Losung: Es ist klar, dass durch jeden Punkt (z,y) € D genau eine Grundcha-
rakteristik verldauft. Dabei gilt

r\ 7 x\ [ & _ T x
(y)—k‘(s,f)<:>(y)—(ge_s)<:)€—\/@unds—lnf ln\/;.

7



Also ist
u(z,y) = w(875)|5:1n\/§,£:\/@'

Aus Lw(s, &) = ki(s)ka(s)? = &e* und w(0,€) = 0 folgt
w(s, &) = &1 —e™).

Man erhalt

u(z,y) = (xy)3/2(1 _ ol %) — (xy)3/2 _ (xy)S/Q\/g _ (xy)3/2 .3

Die Losung existiert auf ganz D:

(Probe:)
Oru = 3/2y(y) "> — o
dyu = 3/2x(zy)"/? — 2y

also
29pu — ydyu = 3/2wy(wy)"? — xy? — 3/2wy(wy)'? + 22y® = @y’

d.h. w ist tatsdchlich Losung. Auflerdem ist fiir € > 0 :

u(&,§) = (€)= =0.



