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2. Ubungsklausur

Hohere Mathematik III fiir die Fachrichtungen
Elektroingenieurwesen, Physik und Geodaisie

— LOosungen—

Aufgabe 1

B 1 j{ zsin z
4 P

Die Nennernullstelle 2z, = T des Integranden liegt in {|z| < 3}. Deshalb wenden wir

die Cauchysche Integralformel fiir die Ableitungen im Falle n = 1 auf die holomorphe
Funktion f(z) = zsin z an:

f'(2)|.=z =sinz+ zcosz].-x = 1

Es folgt
1 2m , m 1
== 22ty =2
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Aufgabe 2
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a) f(z):O<:>smz:cosz<:>§(e”—e ) = 5(6”—1—6 =)
i
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: ;6212 1_2(2zz+1)é:;€2@z:1+%:.: 2( +2k7r)k€Z.
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Damit sind die z; = Z + km, k € Z, die Nullstellen von F'.

Wegen
f'(z) =cosz+sinz = f(z) +2cos z
gilt fir k € Z
f(z) = 0+2COS(Z +km) #0.

Damit sind die z; einfache Nullstellen von f.

b) Wegen g(z) = 1/(f(z))? sind die z;, 2-fache Polstellen von g, wobei zy = Z die dem

Ursprung néchstgelegen ist. Die Laurent—Reihe von g um z hat damit die Gestalt

9(2) = (,ZC—;)2 + zC—l +Z Ci (z a Z)k
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Hauptteil



Um diese Laurent—Reihe zu gewinnen, bestimmen wir zunéchst unter Verwendung
des Hinweises die Taylor-Entwicklung von (f(z))? um zq:

(f(2))> = (sinz—rcosz)?=1—2sinzcosz =1 —sin2z
m

= 1—cos(2z — g) =1—cos(2(z — Z))

= (1 - P R D oz = 1))

T 1 T

= 2z 7)(1—3(= = 7 +olz = )

fir z — g Mit Hilfe der geometrischen Reihe ergibt sich fiir hinreichend kleine

2= 7l
T2 T

o) = s (45 (=T +oll= 1)
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fiir z — —.
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Also ist 3 (z — g)_Z der Hauptteil der Laurent-Reihe, und es ist c.; = 0 das

Residuum in der zweifachen Polstelle zy = Z von g.

Aufgabe 3

Da der Integrand eine gerade Funktion ist, gilt

o0

1

5 / f(z)dz mit f(x) = !

1= @2+ a®) (22 + b?)

Die Faktorisierung
(z —ia)(z +1a)(z —ib)(z + ib)

des Nenners der Funktion .

F+ ) +)

f(z) =
zeigt:

f(2) besitzt vier einfache Polstellen, die nicht auf der reellen Achse liegen, und nur die
Polstellen ¢7a und ib liegen in der oberen Halbebene.

Weiter erfiillt f in der oberen Halbebene die Wachstumsbedingung:

Mit z = Re™, R > max{a,b}, 0 < ¢ <, gilt

1
|f(z)| o |R262W’ + a2||R262W’ + bQ|
< 1 B 1
T (BB =) R )(1- )
Hieraus folgt fiir hinreichend grofie R
2
f(2)] < —;



Damit ergibt sich
J = mi(Res(f;ia) + Res(f;ib))

Berechnung der Residuen (einfache Polstellen!):

1

Res(f? ’l(l) = (Z - ia>f<z>|ia = (Z + ia)(22 n b2) |ia

B 1
- 2ia(b? — a?)
1
DY — (5 — ib o '
R,eS(f,Z ) (Z t )f(z)|lb (22 + az)(z + Zb) |Zb
B 1
 2ib(a? — b?)
Ergebnis:
J_ T 1 n 1 B T
2 \a®®—a?)  b(a2—b%) )  2abla+D)
Aufgabe 4

a) Mit f(z,y) =z +vy, g(z,y) = —2°/y gilt
fy=1#ga=—2z/y.
Die Integralitdtsbedingung ist verletzt.
b) Mit dem Ansatz p = (xy)® ergibt sich mit
Fr= gty peyetl e a2 acl
die Bedingung f; = g7, also
ar®tyet 4 (o + 1)2%y® = — (a + 2)zo Tyt
= 2(a+ Dz*y* ™t + (a4 1)z%y* =0
— a=—1lund p=1/zy .

1 1
- <— + —) dr — % dy = 0 ist die zugehorende exakte DGL.
y T )

¢) Stammfunktion F(x,y):

x x
Fy:—E:>F(x,y): §+c(x)

1 1 1
— F,=—+/d(x) = -4 - = c(z) = In|z|
Y y

— F(x,y):%+€n|x|:C,C€]R.

Hieraus folgt fiir die allgemeine Losung
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