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Dies ist eine Vorlesungszusammenfassung, gedacht zur Vorlesungsbegleitung und als
Gedéchtnisstiitze, nicht jedoch als etwas, das fiir sich selbst stehen konnte (wie etwa ein
Lehrbuch). Der Besuch der Vorlesung ist durch die Lektiire in keinem Fall zu ersetzen, es
gibt dort noch viel mehr an miindlichen Erklarungen, Erlauterungen und veranschaulichen-
den Skizzen, die fiir Verstandnis und Einordnung des prasentierten Stoffes unabdingbar
sind.



Gewohnliche Differentialgleichungen

Wir betrachten zunéchst gewohnliche Differentialgleichungen in expliziter Form

y = f(z,y),
wobei f: D — R stetig und D C R? in der Regel offen ist.

Definition: Eine Losung dieser Differentialgleichung ist eine differenzierbare Funktion
¢: I — R, wobei ) # I C R ein Intervall ist und fiir alle x € I gilt

(z,6(x)) € D und  ¢'(x) = f(z,d(x)).

Da f stetig ist, ist ¢ in I sogar stetig differenzierbar. (Wenn wir hier von Intervall sprechen,
meinen wir stets, dass es mehr als zwei Punkte enthélt.)

Die Funktion f ordnet jedem Punkt (x,y) € D die Zahl f(z,y) zu, die die Steigung einer
Losung in diesem Punkt sein soll. Man kann sich das im sogenannten Richtungsfeld
veranschaulichen, indem man in “jedem” Punkt (z,y) € D (dh etwa in jedem Punkt eines
geeigneten Gitters) die durch f(z,y) gegebene Steigung einzeichnet. So bekommt man ein
Vorstellung vom moglichen Verlauf von Losungen.
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Definition: Ein Anfangswertproblem hat die Form

y' = flz,y),

y(on) = Yo,

wobei f wie oben und zg,yo € R mit (z9,y0) € D sind. Eine Losung ¢ : I = R der
Differentialgleichung ist eine Ldsung des Anfangswertproblems, falls zusatzlich xy € I und
(o) = yo gilt.

Beispiel RL-Kreis: In einem Stromkreis mit Widerstand R und einer Spule der Induk-
tivitdt L gilt, wenn wir die zeitabhéngige Spannung U () anlegen, fiir den Strom J(¢):

@) =gy + 1O

t>0.
dt -
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Hier gehen wir davon aus, dass zum Zeitpunkt t5 = 0 kein Strom fliet, dh wir haben als
Anfangswert J(0) = 0. Hier haben wir ¢ statt x als Variable, nach der abgeleitet wird.

Allgemeine Fragen: 1) Existenz: Hat ein gegebenes Anfangswertproblem eine Losung?

2) Eindeutigkeit: Stimmen je zwei Losungen auf dem Schnitt ihrer Definitionsbereiche
iiberein? Wenn nicht, so ist der Systemverlauf durch das Anfangswertproblem nicht ein-
deutig festgelegt!

) 3) Globale Losungen: Wenn 1), 2) geklart sind, wie grof3 kann man ggf. das Existenzintervall
I machen bzw. findet man Losungen mit I = [to, 00)7

4) Asymptotisches Verhalten: Wenn I = [t, 00) ist, wie verhalt sich ¢(t) fiir ¢ — 00?

1 Elementare Methoden fur Differentialgleichungen

1.1. Trennung der Variablen: Eine Differentialgleichung der Form

Y = f(@)g(y), (1)
wobei f : I — R, g : J — R stetig und I,J C R Intervalle sind, heifit Gleichung mait
getrennten Variablen (oder Verdnderlichen). Das Anfangswertproblem

A
mit zo € I, yp € J behandelt man wie folgt:
Fall g(yo) = 0: Eine Losung ist gegeben durch y(x) = yo, z € I.
Fall g(yo) # 0: Ist y : [ — R eine Losung von (2) mit g(y(z)) # 0 fiir alle z € I, so gilt

Y(@) F(2), i

rel,

und mittels Substitution n = y(t), dnp = v/'(t)d

[ L5 /f

Nun 16st man nach y(x) auf: Dazu sei F' eine Stammfunktion von f auf I und G eine
Stammfunktion von 1/¢g auf dem grofiten Intervall J C J mit yo € J, auf dem g # 0 gilt.
Dann gilt

G(y(z)) = F(z) — F(xo) + G(yo)-
Die stetige Funktion g hat auf J konstantes Vorzeichen, also 1 /g, und damit ist G auf J
streng monoton mit Umkehrfunktion G~!. Wir erhalten

y(z) = G (F(z) — F(z0) + G(y0))



auf einer Umgebung von xo in I. Losungen sind eindeutig, solange man nicht iiber eine
Nullstelle 1y von g hinwegintegriert, dh so lange, wie y(z) in J verlauft.

Beispiele: (1) v = (1 — y)y (logistisches Wachstum): Es ist klar, dass y(z) = 0 und
y(z) = 1 Losungen sind. Wir betrachten die Anfangsbedingung y(z¢) = yo € (0,1) und

erhalten
[
—— =1 — Xp.
Yo (1 - 77)77

Wir schreiben ((1 —n)n)~' = (1 —n)~' +n~!, so dass das linke Integral

= n (1 g(;gx)) —In (1 g0y0>

ist. Wir erhalten so

-1
ylx)=1- (1?J_0y€xzo + 1) , @ € [xg,00).
— Yo

Die Losung ist eindeutig (da y(z) € (0,1) fur alle x).

(2) ¥ = /|y|, y(0) = 0. Eine Losung ist gegeben durch y(z) = 0, eine andere Losung

durch y(z) = x|z|/4. Die zweite Losung verlauft durch die Nullstelle von g(y) = /|y|. Es

gibt noch weitere Losungen dieses Anfangswertproblems. Ende Mo
18.04.16

1.2. Die lineare Differentialgleichung:

Wir betrachten die lineare Differentialgleichung

y = a(x)y +b(x), (1)

wobei a, b : I — R stetig, I C R ein Intervall mit zy € [ und yy € R sind. Hier ist D = I xR
und f(z,) = alx)y + b(z).

(i) Sind ¢, ¢ Losungen von (1), so ist z := ¢1 — ¢y eine Losung der zugehorigen homogenen
Gleichung

y =a(z)y. (2)

Hierzu setze man ¢; und ¢, in (1) ein und subtrahiere die Gleichungen voneinander. Die
Gleichung (1) heifit fiir b # 0 inhomogen.

(ii) Die allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung (1) erhélt man als Summe einer
speziellen Losung der inhomogenen Gleichung (1) und der allgemeinen Lésung der homo-
genen Gleichung (2).

(iii) Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung (2) ist gegeben durch

a(x) dx7

y(z) = cel xel,



wobei ¢ € R eine Konstante ist. (Es ist klar, dass hierdurch Losungen gegeben sind, zur
Eindeutigkeit siehe Ubungsaufgabe.)

(iv) Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung (1) erhélt man durch den Ansatz

y(z) = c(z) ¢ “@ % (Variation der Konstanten).

=:z(x)

Hierbei bezeichnet [ a(z)dz eine feste Stammfunktion. Es ist dann

acz—l—b:ay—l—b;y’:(cz)':cz’+c'z:acz+c'z,

also b = ¢’z und (beachte z(x) # 0 fur alle z!):

Hieraus gewinnt man c¢(z) und schlieBlich eine spezielle Losung y(z) = ¢(x)z(z) von (1).
Eine spezielle Losung von (1) wird hdufig mit y, bezeichnet, der Index p steht dabei fiir
“partikular” (dh “speziell”).

(v) Seien g € I, yp € I und A : I — R gegeben durch A(z) := f;) a(€) d¢ fir x € I. Dann
ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

vy = a(z)y+bzx), zel,

y(ro) = Yo 3)

gegeben durch
y(z) = yoe' ™ + ' / e AOpt) dt, € 1.

o

Beispiel: (1) Die Losung fiir den RL-Kreis im Beispiel oben mit Anfangswert J(0) = 0 ist
nach der Formel gegeben durch

¢
J(t) = e‘ft/ G%TMdT, t > 0.
0 L

Ist etwa U(t) = U, konstant (zum Zeitpunkt ¢, = 0 wird die konstante Spannung U,

angelegt), so erhdlt man
By

J(t) = —(1 et ) t>0,
dh die Induktivitat L macht sich beim Anlegen der Spannung bemerkbar, der Effekt klingt
exponentiell ab und zwar umso schneller, je kleiner die Induktivitat L ist. Fiir £ — oo hat
man J(t) — L.

R
(2) y = £+ 22, wobei I = (0,00). Hier ist a(z) = 1/x, A(z) = Inz.
Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist z(x) = ce® = cx, x € I, wobei

bt



¢ € R eine Konstante ist.

Durch Variation der Konstanten erhilt man die spezielle Losung y(x) = 23/2, x € I (denn
b(z) = 22, also mit 2(z) = z: ¢(z) = 2?/z = x, etwa c(z) = 2%/2 und y,(z) = c(x)z(z) =
3/2).

Die allgemeine Losung ist also

1
y(x) =cx + 5:1:3, x>0,

wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist.

1.3. Bernoulli-Differentialgleichung: Eine Differentialgleichung der Form
Y +g(@)y + h(z)y® =0,

wobei g, h : I — R stetig sind und « & {0, 1} ist, heifit Bernoullische Differentialgleichunyg.

Die Bernoulli-Differentialgleichung lasst sich durch Multiplikation mit (1 — a)y~® auf eine
lineare Differentialgleichung zuriickfiihren:

(¥ + (1= a)g(x)y' ™ + (1 - a)h(x) =0
wird mittels z := ¢!~ zu
24+ (1 —a)g(z)z+ (1 —a)h(z) =0.

Diese Differentialgleichung kann wie in 1.2 gelost werden, und man erhélt dann eine Losung

der Bernoulli-Differentialgleichung durch y(z) := z(z)"/0~).

Zu beachten: Fiir nicht-ganze o < 0 ist y® nur fiir positive y erklart, in diesem Fall ist
D = I'x(0,00). Positiven Losungen y(z) entsprechen positive Losungen z(z). Eindeutigkeit
der Losungen (in I x (0,00)) folgt aus 1.2.

Fiir nicht-ganze o > 0 ist y® fiir y > 0 erklért, und durch y(x) = 0 ist eine Losung gegeben.
Laufen Losungen z(x) durch Null, so kann die Eindeutigkeit der Losung in diesen Punkten
verlorengehen.

Beispiele: 1) y' + ¢ + (1 + x)y~*? =0, wobei I = (—1,00). Hier ist a = —2, g(z) =

(1+2)~' und h(z) = 1 + 2. Die Substitution z := y°/3 fiihrt auf

5 =z 5
g2 2(1+a2)=0.
ST IS
Dies ist eine lineare Differentialgleichung mit a(z) = —3 1= und b(z) = —3(1 + x). Dann
ist A(z) = —2In(1 + z) und die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist

2n(x) = ce@ = ¢(1 + x)773,
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Variation der Konstanten fithrt auf
>
d(z) = b(x)(1 +z)?? = —5(1 + 2)%/3
und c(z) = —2(1 + 2)"/3, sowie auf die spezielle Losung

d . )
zp(x) = _ﬁ(l + x)1/375/8 — _ﬁ<1 + z)%.

Die allgemeine Losung der linearen Differentialgleichung ist also

53 0 2
2(z) = c(1+2)7% —ﬁ(l—l—x) :

Fiir z(x) > 0 muss ¢ > 0 sein. Fiir ¢ > 0 sind Losungen gegeben durch

y(l‘) = (C(l + .I')_5/3 _ %(1 + m>2>3/57 re (_17 (110/5)3/11 i 1)

2)y =y Hierist « = 3, 1 —a = 3, g(z) = 0 und h(z) = —1, und man kann die
Differentialgleichung in D = R x [0, 00) betrachten. Die Substitution z := y'/? fiihrt auf

Z—==0

mit allgemeiner Losung z(z) = 3z + c.

Sei ¢ € R. Es ist z(z) > 0 fir > —2¢, also ist eine Losung gegeben durch

y(z) = (g +c)?, x> —2c

Eine Losung mit Anfangswert y(—2c¢) = 0 ist aber auch durch y(z) = 0, 2 > —2c¢ gegeben.
Auflerdem beachte man, dass beide Losungen links von —2¢ nur durch 0 fortgesetzt werden
konnen (wegen y' > 0, was aus der Differentialgleichung folgt).

Zu beachten fiir ganzzahlige a: Hier ist y* fiir y # 0 (o < 0) oder fiir alle y € R
(a > 0) definiert. Es lidsst sich auch ein Uberblick iiber negative Losungen y gewinnen,
wenn man eine Vorzeichenbetrachtung durchfiithrt (— Ubungen).

1.4. Satz zur Eindeutigkeit: (nicht in der Vorlesung gebracht) Sei ¢ : [a, 8] — [0, 00)
eine stetige Funktion und K > 0 mit

o) <k [ “o(t)dt, € f0f)

Dann gilt ¢ = 0 auf [«, 5].



Beweis. Es reicht a = 0. Setze m(x) := max,cpq ¢(s), « € [0, 5]. Fiir s € [0, 2] gilt dann

go(s)SK/Oxgp(t)dth/oxm(t)dt,

und somit

m(z) < K/Om m(t)dt, z€]0,p].

Daraus folgt m(z) < Kxm(z), und wenn man das in das Integral einsetzt:

2

m(z) < K? /Oﬂf tm(t) dt < K*m(x) /Omtdt = K2%m(x).

Wir setzen dies wieder in das Integral ein und erhalten

K3 T K3 T K3 3
m(z) < — / 2m(t) dt < —m(x) / 2dt = ——m().
2/ 2 0 3!

So zeigt man sukzessive, dass flir jedes n € N gilt:

Wegen £ — 0 folgt m(x) = 0 fiir alle z € [0, 8] und somit auch ¢ = 0 auf [0, /. O

Bemerkung: Fiir allgemeinere Aussagen (die anders bewiesen werden) schlage man unter
“Lemma von Gronwall” nach.

Anwendung: Sind ¢y, ¢, : I — R Losungen der linearen Differentialgleichung (1) aus
1.2 mit ¢1(0) = ¢2(0), so ist y := ¢; — ¢ eine Losung von y' = a(x)y mit y(0) = 0. Gilt
[0, 5] € I und ist K gewahlt mit |a(z)| < K fiir z € [0, 5], so gilt

y(@)| = / Ca(t)y(t) de| < / a(t) () dt < K / () de,

und wir kénnen das Lemma auf ¢(z) := |y(z)| anwenden. Es folgt y = 0 auf I, dh ¢; = ¢
auf /. Bei linearen Differentialgleichungen wie in 1.2 sind also Losungen des Anfangswert-
problems stets eindeutig.

1.5. Riccati-Differentialgleichung: Eine Differentialgleichung der Form

Y+ g(@)y + h(z)y* = k(z), (1)

wobei g,h,k : I — R stetig sind, heifit Riccati- Differentialgleichung. Fir k = 0 auf [
ist (1) eine Bernoulli-Differentialgleichung mit o = 2 und man kann wie in 1.3 z = y~*
substituieren.



Fiir k£ # 0 lassen sich Losungen in der Regel nicht in geschlossener Form angeben. Kennt
man jedoch bereits eine Losung ¢ der Differentialgleichung, so lassen sich die iibrigen wie
folgt berechnen:

Setzt man u =y — ¢, so gilt
u' + g(z)u+ h(z)(y* — ¢*) =0
und wegen y* — ¢* = (y + ¢)(y — @) = (u + 2¢)u weiter
u' + (g(z) + 26(x)h(z))u + h(z)u® = 0. (2)

Dies ist eine Bernoulli-Differentialgleichung, und die Substitution z = «™" (vgl. 1.3) fiihrt
auf die lineare Differentialgleichung

7' = (g(x) + 2¢(x)h(x))z — h(z) = 0. (3)

Die iibrigen Losungen der Riccati-Differentialgleichung (1) erhélt man also als

y(z) = Blx) + u(z) = $(z) + —,

wobei z die Losungen von (3) durchléuft.

Beispiel: 3 + (22 — 1)y — y*> = 1 — x + 2. Hier ist g(z) = 2z — 1, h(z) = —1 und
k(z) =1 — z + 2. Eine spezielle Losung ist ¢(z) = z, und (3) lautet hier

Z—2r—1-22)2+1=0.
~———
=11

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist z(x) = ce™ — 1, wobei ¢ € R eine

Konstante ist. Die iibrigen Losungen der urspriinglichen Differentialgleichung sind also

1

y(x) :x+ﬁ,

wobei € R fiir ¢ <0 und z € R\ {Inc} fiir ¢ > 0.

1.6. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung: Sei / C R ein Intervall und
seien p,q, f : I — R stetige Funktionen. Wir betrachten die lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung

v +p@)y +alz)y = f(z), el (1)
Eine Losung ist hier eine auf einem Itervall I C I definierte zweimal stetig differenzierbare
Funktion ¢ : I — R so, dass fiir alle z € T gilt: ¢ (z) + p(x)¢'(z) + q(z)p(z) = f(x). Unter
den angegebenen Voraussetzungen findet man immer Losungen mit [ = 1.

Ende Mo
25.04.16



Beispiel RLC-Kreis: Wir nehmen in den Stromkreis zuséatzlich einen Kondensator der
Kapazitiat C' auf. Die an ihm entstehende Spannung ist U, (t) = %q(t), wobei ¢ die Ladung
bezeichnet. Das fiihrt zur Differentialgleichung

LJ(t)+ RJ(t) + éq(t) =U(t)

und nach Division durch L wegen J(t) = “%¢(t) zur Differentialgleichung

70+ 24 (0) + Salt) = TV,

Wenn wir die Ersetzung nicht machen, haben wir ein gekoppeltes System von Gleichungen
erster Ordnung

¢@t) = J)
J(t) = —FJ) - geat) + TU()

i) = (o ) (i) (f)

0) vorschreiben bzw. ¢(0)

bzw.

was die Analogie zu 1.2 unterstreicht. Hier muss man ¢(0) un
und ¢'(0).

Satz: Ist o € [ und sind «, € R, so hat das Anfangswertproblem

y' +pa)y +qx)y = f(z)
y(rog) = « (2)
y'(vo) = B

genau eine Losung auf I (Beweis spéter).

Die allgemeine Losung von (1) erhdlt man durch Addition einer speziellen (partikuldren)
Losung der inhomogenen Gleichung (1) und der allgemeinen Losung der zugehorigen ho-
mogenen Gleichung

y' +p@)y +q(r)y=0, zel (3)
Der Losungsraum der homogenen Gleichung (3)

Lo ={y: I =-R: y' +pla)y +q(x)y =0}
ist ein reeller Vektorraum der Dimension 2.

Eine Basis von % heifit Fundamentalsystem fiir (3) auf I. Ist yy, yo ein Fundamentalsys-
tem, dh eine Basis von %, so erhélt man jede Losung von (3) durch Linearkombination
Ay1 + pys fiir geeignete A,y € R.
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Wronski-Determinante: Sind y;,y, : I — R differenzierbare Funktionen, so heifit

w:l =R, w(x):=det ( zig; zzgg ) 7

die Wronski-Determinante des Systems yq, ys.

Bemerkung: Sind y,y. € %, dh sind yy, y, Losungen von (3), so gilt fiir die Wronski-
Determinante w von yq, ys:

Entweder ist w(z) = 0 fiir alle z € I oder w(z) # 0 fiir jedes z € I.

Folgerung: y,y, € % bilden genau dann ein Fundamentalsystem von (3), wenn es ein
xo € I gibt mit w(zg) # 0, wobei w die Wronski-Determinante von yy, y, ist.

Beispiel 1): ¢y’ —(cos x)y'+(sinz)y = sinz: Hier 16st yp(x) = 1 die inhomogene Gleichung.
Die homogene Gleichung
y" — (cosx)y' + (sinz)y =0

sinx

hat y;(z) = ™7 als Losung.

Wie erhalt man eine von y; linear unabhangige Losung y, der homogenen Gleichung?

Reduktion der Ordnung (Verfahren von d’Alembert): Sei y; # 0 eine Losung von
(3) auf I. Der Ansatz ys(x) = v(z)y;(x) fiir eine Losung von (1) fithrt auf

v (2 N @)
v “’(yl(x) ol )> () @

Dies ist eine lineare Differentialgleichung fiir v/, die sich 16sen lasst. Jede Losung y von (1)
hat die Gestalt y = vy;, wobei v Losung von (4) ist.

Insbesondere fiihrt fiir f = 0 eine Lésung v von (4) mit ' # 0 auf eine von y; linear
unabhéngige Losung yo von (3), so dass yi, yo dann ein Fundamentalsystem von (3) bilden.

Fortsetzung des Beispiels 1): Die Gleichung (4) (mit f = 0) lautet hier

., (2cosxesin®
v 4+v | ——— —cosx ) =0,

65111 x

N~
=COs T

dh v'(z) = ce "% und v(z) = ¢ [ e ¥"* dz + d, also etwa (mit festem zo € R)

y2($) — 6s.inac/ e—sint dt

zo

11



als zweite Losung der homogenen Gleichung im Fundamentalsystem. Die allgemeine Losung
der urspriinglichen Differentialgleichung ist dann gegeben durch

y(z) =1+ e 4 CQ@Sinx/ e Smtdt  xeR,

0

wobei ¢, co € R Konstanten sind.
Beispiel 2): ¢ + (1 — 2?)y = 0. Setzt man y = 9@ an, so erhilt man
y' = (g (2)) = "’ + (¢')?e) = (6" + (9))y,
dh ¢" + (¢')? = 2% — 1 mit Losung g(z) = —22/2. Somit ist y;(2) = e~**/2 cine Losung auf

R.
Gleichung (4) lautet hier
-9 —x2/2
v+ (—er + 0) =0,
e—%?/2

TV
=—2z

dh v/(z) = ce”*, und die allgemeine Losung lautet (mit festem zo € R) somit:

T
y(z) = cre™/? + 026_"’2/2/ e’ dt, zeR,

Zo

wobei ¢, co € R Konstanten sind. Ende Mo
02.05.16

1.7. Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung: Sei n € N, I C R ein Inter-
vall und seien pg, p1,...,pn_1, f : I — R stetige Funktionen. Analog zu 1.6 betrachten wir
die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung

Y 4@y @)y + po(e)y = f(x), wel (1)
— Ly
Satz: Ist xyp € [ und sind o, v, ..., a,—1 € R, so hat das Anfangswertproblem fiir (1) mit

den Anfangswerten
y(xo) = Q, y’(mo) =0, 7y(n_1)(x0) = Qp—1
genau eine Losung auf I.

Die allgemeine Losung von (1) erhdlt man durch Addition einer speziellen (partikuldren)
Losung der inhomogenen Gleichung (1) und der allgemeinen Losung der zugehérigen ho-
mogenen Gleichung

Ly=0, zel. (3)



Bemerkung: Der Losungsraum der homogenen Gleichung (3),
Ly ={y: I —->R:Ly=0auf I},

ist ein reeller Vektorraum der Dimension n. Eine Basis vy, ys, . . ., ¥, von %, heiit Funda-
mentalsystem fiir (3) auf I.

Die Aussagen iiber Wronski-Determinante und Reduktion der Ordnung nach d’Alembert
aus 1.6 gelten analog (siehe z.B. Walter, Gewdhnliche Differentialgleichungen (7.Auflage),

§19).

1.8. Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten: Wir betrachten

y(”) + an_ly(”_l) +...+ay +agy =0, (1)

wobei ag, ay,...,a,_1 € R. Der RLC-Kreis in 1.6 ist von dieser Gestalt.

Ein Fundamentalsystem fiir (1) erhilt man wie folgt: Der Ansatz y(x) = € fiir eine
Losung von (1) fithrt auf

3\”+an_1A"‘1 + ...+ ar+ay=0,

—p(\)

wobei die linke Seite als charakteristisches Polynom p der Gleichung bezeichnet wird.

1) Ist A reelle Nullstelle von p mit der Vielfachheit & € N, so nehme man die k£ Funktionen

6)@, .I‘G)\I, o 7l,lcflez\gv

zum Fundamentalsystem hinzu.

2) Ist A = p + 7 nicht-reelle Nullstelle von p mit der Vielfachheit k£ € N, so ist auch

A = p—17 Nullstelle von p mit der Vielfachheit & (da p reelle Koeffizienten hat!), und man
nehme die folgenden 2k Funktionen (fiir A und \) zum Fundamentalsystem hinzu:

e sin(rx), xe'* sin(rx), . .., 2" et sin(rx), e cos(Tx), xet cos(Tx), . . ., xF T el cos(Ta).
Bemerkung: Sind die Koeffizienten ag,aq,...,a,-1 € C komplex, so erhalt man ein

komplexes Fundamentalsystem, indem man Schritt 1) fiir jede der verschiedenen Null-
stellen von p durchfiihrt.

Beispiel: Fiir 4/ — 2y’ +3y = 0 ist A2 —2\+3 das charakteristische Polynom mit Nullstellen
1+ +/2i. Ein (reelles) Fundamentalsystem ist also gegeben durch

yi(x) = e"sin(v2x), ya(x) = e®cos(vV2x), = e€R.

13



Beispiel RLC-Kreis: Wir kommen zuriick auf die Differentialgleichung

R
¢"(t) + 7d'() + 774(t) = TU()
mit angelegter Spannung U (t) = 0 und vorgeschriebenen ¢(0), ¢’(0). Durch Differentiation
erhalten wir die Differentialgleichung

J"(t) + %J’(t) + %J(t) =0

fiir den Strom J(¢) und schreiben J(0), J’(0) vor. Das charaketristische Polynom ist hier

R 1
IS W
AT e =0

R R 1
Ajp = —oe by e — —
1/2 oL 12 LC

Wir fixieren L,C > 0. Man sieht hier, dass der Widerstand R als Dampfung wirkt und
dass man die Fille R=0,0 < R < 2,/L/C, R=2,/L/C und R > 2,/L/C unterscheiden

muss.

mit Nullstellen

Fall R = 0: Dann sind Ay, = i\/% rein imaginar und ein reelles Fundamentalsystem ist
gegeben durch

yl(t)zsin(\/%_c), yg(t)zcos(\/z_c), teR.

Losungen sind also ungedampfte Schwingungen mit der Frequenz Jic

Fall 0 < R < 24/L/C": Dann sind A2 = —% ii—w nicht-reell und haben negativen

Realteil. Ein reelles Fundamentalsystem ist gegeben durch

yi(t) = emar! sin(wt), yo(t) = e 2Lt cos(wt), teR,
A/ —_R2
wobei die Frequenz w = % mit wachsendem R abnimmt. Losungen sind gedampfte

Schwingungen, die exponentiell abklingen, wobei groflere R eine starkere Dampfung be-
deuten.

Fall R = 2,/L/C: Dann ist A\jjp = —% = —\/% eine doppelte negative reelle Nullstelle.

Ein Fundamentalsystem ist also gegeben durch

1

n(t) = e vie', yo(t) =te Vi, teR.

Losungen klingen exponentiell ab und sind keine Schwingungen mehr (aperiodischer Grenz-
fall).

14



Fall R > 2,/L/C: Dann sind A/, = —% + —Vm;LALL/C verschieden, reell und negativ. Ein
Fundamentalsystem ist gegeben durch

p(t) — e ETTEE) L — BT e

Losungen klingen exponentiell ab.
Fiir die inhomogene Gleichung Ly = f(x) mit einer rechten Seite der Form
f(x) = q(z)e’" sin(wz) oder f(z) = q(x)e’” cos(wx),

wobei o,w € R und ¢(z) ein Polynom vom Grad m € Ny ist, lautet die Faustregel: Mache
fiir eine spezielle Losung v, einen Ansatz “von der Form der rechten Seite”, dh

yp(r) = q(x)e” sin(wx) + 7(z)e’ cos(wz),

wobei q(z),7(z) Polynome vom Grad m sind. Dies fiihrt zum Ziel, wenn ¢ + iw keine
Nullstelle von p ist.

Ist hingegen o + iw eine v-fache Nullstelle von p, so fiihrt der Ansatz
yp(z) = ¥ [q(2)e?® sin(wz) + 7(x)e’™ cos(wz)]
zum Ziel (wobei ¢(z), 7(z) wieder Polynome vom Grad < m sind).
Beispiel: vy’ — 2y’ 4+ 3y = xe® (hier ist 0 = 1, w = 0). Ansatz
Yp(x) = (ax +b)e”, y (x) = (ax +a+Dd)e”, y,(x) = (ax +2a +b)e”
und y, — 2y, + 3y, = ze® fiihrt auf
(ax+2a+0b)—2(ax+a+b)+3(ax+b) =2z, dha—2a+3a=1, 2a+b—2a—2b+3b=0,

also a = 1/2, b = 0. Die allgemeine Losung ist somit

1
y(x) = cre” sin(\/gx) + cpe” Cos(\/ﬁx) + —xe”, z€R,

2
wobeli ¢, co € R Konstanten sind. Ende Mo
09.05.16
1.9. Die Eulersche Differentialgleichung: Sei n € N mit n > 2 und seien
Gp_1,...,a1, a9 € R. Eine Differentialgleichung der Form
2"y ™ + a2y L+ aay +agy =0 (1)

heifit Fulersche Differentialgleichung. Da mit y(z) auch y(—z) eine Losung ist, kann man
sich auf x > 0 beschranken und substituiert

r=c, ult)=yle), y)=u(nz).



Wegen

du ’ d*u ’ "9 d*u / ) n_3
il A w:yz—i-yx, %:yqﬁ—?)yx +y x” et

fithrt dies auf eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten fiir u:

d™u d" 1ty du

— it ... — = 2

dtn +bn ldtnfl + +bl dt +b0u O, ( )
welche wie in 1.8 gelost werden kann.

Der Ansatz u = e fiir eine Losung von (2) entspricht dabei dem Ansatz y = 2 fiir eine
Losung von (1).
Beispiele: 1) z%y” — 32y’ + Ty = 0. Die beschriebene Substitution u(t) = y(e') fithrt auf

R du
8 4 =
az g™

Das charakteristische Polynom A% — 4\ + 7 hat die Nullstellen A = 2+ iv/3. Aus den beiden
linear unabhangigen Losungen

uy(t) = e sin(vV/3t),  us(t) = * cos(v/3t)
erhalt man als Fundamentalsystem der urspriinglichen Gleichung:

y1(z) = 2?sin(v3Inz), ya(x) = 2?cos(v3Inz), z>0.

2) 2%y" — 32y’ + 4y = 0. Die beschriebene Substitution fithrt auf fl;T;‘ — 43—1‘ + 4u = 0 mit
charakteristischem Polynom \? —4)\ +4 = (A —2)% Hier ist A = 2 doppelte Nullstelle, und
wir erhalten als Fundamentalsystem

yi(z) = 2%, y(r) =2°Inz, x> 0.

1.10. Potenzreihenansatz: Fiir lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Y +p()y +q(x)y=0

mit Koeffizienten p(x) = > 72 pja? und q(x) = Y772 ¢;a’, die fiir [x| < R konvergieren,

fihrt ein Potenzreihenansatz -

y(@) =) e’

J=0

und Koeffizientenvergleich auf (lineare) Rekursionsformeln fir die Koeffizienten ¢;. Die
Potenzreihe fiir y konvergiert dann ebenfalls fiir || < R (ohne Beweis).

16



Beispiel: y” — z%y = 0. Der Ansatz y(z) = Y72 ¢;jo? fiihrt auf
?y(z) = cor? +ex® et + ..., Y(@)=2-1-ca+3-2-c3x+4-3-cu2® + ...
Hier sind ¢y, ¢; frei wahlbar (beachte co = y(0), ¢; = ¥'(0)), und wir erhalten:
2:1:¢c0=0,3-2-¢c35=0,4-3-¢c4y=cy, 5-4-c5 =04, etc.

Also ist ¢g = ¢3 = 0 und

Ck

= fur k=0,1,2,...
Cl44 <k+4)(k+3) ur s Ly 4y

Die Losung y von y” — z?y = 0 mit y(0) = 0, y/(0) = 1 ist also

25 29 213
o) =t T s 5 13120854
denn die Anfangsbedingungen ¢y = 0, ¢; = 1, fithren zu ¢y = cg = ... = 0 und ¢ = 5—1,
o = m, etc. Ende Mo
23.05.16

Bemerkung: Allgemeiner kann man einen Potenzreihenansatz natiirlich auch fiir inhomo-
gene Gleichungen

y' + @)y +q(z)y = f(z)
oder auch fiir Gleichungen dritter und hoherer Ordnung durchfithren, wenn Koeffizienten
und rechte Seite durch auf |z| < R konvergente Potenzreihen gegeben sind.

1.11. Abgewandelter Potenzreihenansatz: In Verallgemeinerung der Eulerschen Dif-
ferentialgleichung in 1.9 betrachten wir

2y + ap(x)y + q(z)y =0, (1)

wobei p(x) = Y2 pja’ und q(z) = Y7 ¢;a7 fiir [¢| < R konvergente Potenzreihen seien
(wir betrachten wie vorher auch nur p;, ¢; € R). Hier macht man den Ansatz

[e.9]

y(x) = Z cpa®,

k=0

17



wobei die Koeffizienten ¢; und p zu berechnen sind. Es ist

2y’ = Z cr(k +p)(k — 14 p)aFte,
k=0
{L’p(IL’)y/ = (ip]x >(icj (j+p $J+p>
7=0 7=0
= i (iPkJCJ(J + p)) ke
k=0  j=0
a@y = (D ae’) (Do)
=0 =0
) k
- Z (quﬁq)x °
k=0 = j=0

Koeffizientenvergleich fiir £ = 0 fithrt auf

(p(p—1) + pop + qo)co = 0,

und die determinierende Gleichung

plp—1)+pop+gy=0

=:f(p)
fiir p. Fir £ =1,2,3, ... erhalten wir
k—1
((p+k)(p+k—=1)+polp+Fk)+q)e=—D (Du—jlp+7)+ aj)c;
/(o) =0

als rekursive Gleichung fiir die Koeffizienten.
Satz: Es gelte
f(p)=(p—p1)(p—p2) mit p; > po, falls beide reell sind

(p1, p2 sind die Nullstellen der determinierenden Gleichung).
Falls p1, p2 € R, so gibt es fiir 0 < |z| < R ein Fundamentalsystem von (1) der Gestalt

i) =2 > o, ple) = Alnfalyi(e) + 2] dia®,
k=0
mit A € {0, 1}, wobei
A:O,Co%07d07é0 ,fallspl—p2€N0
A=1,¢0 #0,dy =0 ,falls p1 = po

Ae{0,1},¢9#0,dy #0 ,falls py — py € N.

18



Falls p; ¢ R ist, so ist ps = p1 und es gibt ein Fundamentalsystem von (1) der Gestalt
yi(z) = Re (|z[vi(2)),  yo(x) = Im (|2 v (2))

mit vy () als fiir |z| < R konvergenter Potenzreihe und v,(0) # 0.

[Wir verweisen auf — Heuser: Gewohnliche Differentialgleichungen, Abschnitt 27.

Bemerkung: Fiir den Fall komplexer Exponenten p = o + ¢7 mit 0,7 € R beachte man
im Vergleich mit 1.9, dass fir z > 0 gilt:

xf = ePT = TTTNT — 99 (cos(7Inx) + isin(rInx)) = 27 cos(T Inx) + iz sin(7 In z).

Beispiel: 2?y” + zy’ + (z* — 1)y = 0 (Besselsche Differentialgleichung der Ordnung 1/2).
Der Ansatz y(z) = Yoo cxa™™ fiihrt auf

1 1 - 1
(p2 — Z) cor” + ((p +1)% — Z_l) Pt + Z (((p + k) — Zl) cr + ck2> o tF = 0.

k=2

Koeffizientenvergleich liefert die determinierende Gleichung

1
- 1= 0 mit Nullstellen p; = %, P2 = —%
und ) |
((P +1)? - Z) ¢ =0, ((,0 + k) — Z) Ck = —Cp—2,k > 2.
Fir p, = % erhalten wir ¢y =c3 =c¢; = ... =0 und
Ci—2
— T2k —9246,. ..,

FT TRk L)

also i}
_ —1
SR = B ) o N

C2k(2k+1) (2k+ 1)V
Mit ¢y = 1 ist schlieBlich

W= = S U = [, 0
R O T LR ) I '

Wir sind im Fall p; — ps = 1 € N des Satzes und mit dem Ansatz
yo(z) = 2~/? Z dyz”
k=0
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und der Wahl dy = 1 kann man auf dhnliche Weise wie oben zu y,(z) = \/% cos x gelangen.

Hier hat man also A = 0. Ende Mo
30.05.16

Bemerkung: Der allgemeinere Fall

v'r(x)y” +wp(z)y’ +q(x)y =0
mit p(z), ¢(x) wie oben und r(z) = 72 rja? und ro # 0 (!) lasst sich durch Multiplikation
mit Tlx) auf (1) zurtickfithren. Auch
(x = 20)*y" + (v — wo)p(a)y + q(z)y = 0

mit fiir |x — zy| < R konvergenten Potenzreihen p(x) und ¢(x) fithrt durch Translation auf

(1).
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2 Differentialgleichungssysteme erster Ordnung

2.1. Das Problem: Sei D C R x R" offen, F': D — R" stetig. Wir schreiben Punkte aus
D als (z,7) mit x € R und ¥ = (y1,¥2, - .-, ¥n) € R" und betrachten

y'=F(z,y). (1)

Eine Lésung von (1) ist eine stetig differenzierbare Funktion i : I — R™, wobei I C R ein
Intervall ist, mit

(z,7(x)) € D, yé(x) = F(x,y1(x),y2(x), ..., yn(x)) firalle z € I.
e
v (x)
Wir erinnern dabei an §'(z) = %y(m) = yZEx)
e

Entsprechend betrachten wir Anfangswertprobleme, wobei man fiir gegebene (zo, %) € D
Losungen ¢ : I — R™ von (1) mit der Bedingung xo € I und 4(zo) = %o sucht.

Beispiele: 1) Das Lotka-Volterrasche Rauber-Beute-Modell

W = au— Buv

/

= —yv+ duww

mit a, §,7,0 > 0 beschreibt das Wachstum einer Rauberpopulation v (z.B. Fiichse), die
sich von einer Beutepopulation u (z.B. Hasen) erndhrt: ohne Réuber vermehrt sich u ex-
ponentiell, wahrend v ohne Beute exponentiell ausstirbt. Begegnungen von Rauber und
Beute (proportional zum Produkt uv) fithren zu Wachstum bei v und zur Abnahme bei u.
Man kann das System durch w(z) = au(cz) und z(z) = bv(cx) mittels geeigneter a, b, ¢ > 0
so skalieren, dass man

w o= w—wz

7 = —ez+wz

mit nur noch einem Parameter £ > 0 erhélt. Das System hat die Form (1) fir § = (¥),

wobei ’
F(z,w,z) = < oo )

—EW + Wz
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2) Man kann explizite Differentialgleichungen hoherer Ordnung in ein System von Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung der Form (1) umschreiben, z.B. die van der Polsche
Gleichung

y'+ oy’ =1y +y =0, (2)

wobei p > 0 eine Konstante ist. Setzt man u =y, v = ¥/, so erhélt man

(ZQ/ - <—u - u(vzﬂ — 1)v)’ (3)

F(z,u,v) = <_u _ M(Uzﬂ — 1)0)'

Hier ist F' : R x R? — R? stetig. Ist o (Zgg) eine stetig differenzierbare Losung von

also die Form (1) mit

(3), so ist x +— wu(x) eine zweimal stetig differenzierbare Losung von (2). Ist umgekehrt
z +— y(z) eine C*-Losung von (2), so ist z (;”,((?)) eine C''-Losung von (3). In diesem
Sinne sind also (2) und (3) dquivalent.

2.2. Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f: Seien D und F wie
in 2.1, sowie (zo,%) € D. Sei F bzgl. der Variablen y,ys,...,y, in D stetig partiell
differenzierbar. Dann ist das Anfangswertproblem

=/

y = F($,g)
y(xo) = o } (AWP)

eindeutig losbar, dh

(7) Es gibt eine Losung i : I — R™ von (AWP), wobei I C R offen ist.
(27) Sind ¢ : Iy — R™, 2': I — R™ Losungen von (AWP), so stimmen ¢ und Z
auf I; N I, uberein.

Zusatz: Es gibt eine eindeutige Losung nax : Imax — R™ von (AWP) mit mazimalem
Existenzintervall I,,. Jede Losung von (AWP) ist dann Einschrankung von ... Diese
mazimale Losung verlauft “von Rand zu Rand”, was im Falle D = J x R™ bedeutet, dass
entweder sup Iy, = a := sup J (globale Existenz nach rechts) oder sup I, = b < a und
lim, - ||7(2)|| = oo (“Blow-up” in endlicher Zeit).

Beispiele: 1) Das Lotka-Volterrasche Réuber-Beute-Modell hat fiir alle Anfangswerte
(zggg) € R? eine lokal existierende, eindeutige Losung (ZEB) Man kann zeigen, dass fiir
u(0),v(0) > 0 die Losung global existiert und u(z),v(z) > 0 fir alle z > 0 gilt.

2) Die van der Polsche Gleichung (2) in 2.1 hat fiir alle «, 5 € R eine lokal existierende,
eindeutige Losung y(z) mit y(0) = o und ¢/(0) = S. Man kann zeigen, dass diese Losung
global auf ganz R existiert.
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3) Das Anfangswertproblem y' = /|y|, y¥(0) = 0 ist nicht eindeutig lésbar. Hier ist n = 1
und F(z,y) = /|y ist in Punkten (x,0) nicht partiell nach y differenzierbar.

2.3. Bemerkungen zum Beweis: 1) Ist 4/ : I — R” eine Funktion, so gilt
i ist stetig differenzierbar und Losung von (AWP)

genau dann, wenn ¥ stetig ist und
fa) =g+ [ Fego)d wel (FF)
xo

Diese Gleichung ist eine Fizpunktgleichung, zu deren Losung man Fizpunktsdatze verwenden
kann (beim Beweis von 2.2 den — Banachschen Fixpunktsatz).

2) Ist I ein abgeschlossenes Intervall und B C R™ eine abgeschlossene Kugel mit I x B C D,
so gibt es eine Konstante L > 0 mit

|F(x,y) — F(x,y)|| < L|ly —y|| firallex e, y,ye€ B.

(Man sagt, dass F' lokal einer Lipschitzbedingung bzgl. der zweiten Komponente geniigt;
das ist die Bedingung, die im Beweis tatséchlich benutzt wird).

2.4. Fixpunktiteration: Ein Beweis von 2.2 mithilfe des Banachschen Fixpunktsatzes
zeigt auflerdem:

Setzt man [ := [zg — d1, 20 + 0] und go(x) := %o, © € I, sowie iterativ fiir
k=0,1,...

k() == 1o —I—/ F(t,y,(t))dt, ze€l,

zo
so konvergiert die Folge (7i) fiir & — oo (gleichméBig) gegen die eindeutige
Losung ¢ : I — R™ von (AWP), wenn nur d;, 02 > 0 klein genug sind.

Beispiel (zur Fixpunktiteration): Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

() =)

auf I = [0, 00) mit Anfangswert (ggg;) = (g) Die Iteration beginnen wir mit (Zg)(x) = (%)
Man zeigt leicht, dass fiir & > 1 gilt:

U, e B a :c_2 B :c_3 (O‘)ﬁ .k gerade
('Uk)(x) Bl (5) * (a)$+ (B) 2 + (a) 3! +”'+{ (g)% .k ungerade

o

el
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Der Grenzwert limy_, o Cj:) (x) existiert fiir jedes x und ist gleich

U (2) acoshz + fsinhx
x) = :
v B coshx + asinhz
Das ist auch die Losung des Differentialgleichungssystems.

2.5. Globale Existenz: Ist unter den Voraussetzungen von 2.2 D = [ x R™ und gibt es
C' > 0 mit
[E(z, )| < C(A+[[gll) fir alle § € R",

so existiert die maximale Losung zu (zo, 4) auf 1.

Beweis. (nur nach rechts) Wir verwenden die Darstellung aus 2.3 1) fiir die Losung des
Anfangswertproblems und setzen ¢(t) := ||y(x¢ + t)|| + 1. Dann gilt

olt) < O+MMD+4|W@W+ﬂﬂ%+TMWT
< O+M%W+CA(HWﬂm+TWMT

t
s(wW%m+o/vaa
0

so dass wir nach 2.6 unten erhalten: ¢(t) < (1 + ||7]])e“?. Blow-Up in endlicher Zeit kann
es also nicht geben. Nach dem Zusatz in 2.2 existiert die Losung global nach rechts. ]

Beispiel: Sei @« > 0 und y(z) = (1 — 2)~* fiir x € (—1,1). Dann ist y Losung des
Anfangswertproblems ' = a|y|**'/® y(0) = 1. Hier wiichst die Funktion F : (—1,00) — R,
F(z,y) := a|y|'*'/* schneller als linear und wir haben Blow-Up in endlicher Zeit.

Beispiel: Sei I = [0, 7] und seien p,q, f : [ — R stetig. Das Anfangswertproblem

y' +p@)y +q(r)y = f(o), a:ef}
y(0)=a, y'(0) = p

schreiben wir um zu

() - oo ) (o= (5)

=:F(z,u,v)

Da I abgeschlossen und beschrénkt ist, gilt ||g|le 1= sup,e; |g(2)] < oo fir g € {p,q, f}
und somit

[£(@, wv)ll < o+ p@)l[ol +la@@)lul +1£(2)] < (L+ Pl + [lglloe + I /lloo)(T+ (Z) 1)-

Nach 2.5 existiert die maximale Losung auf .
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2.6. Lemma von Gronwall: Sei [ := [0,T], ¢ : I — R stetig, sowie @« € R, § > 0. Es
gelte

VtEI:go(t)Soz+ﬁ/0tg0(T)dT. (%)

Dann gilt
Vtel:o(t) <ae (#)

Beweis. Sei € > 0. Dann gilt p(t) < a+e+f fot (1) dr fur jedes t. Wir zeigen
VteT: o) < (a+e)e. ()

Fiir ¢ — 0 folgt daraus (#*). Wenn (xx.) falsch ist, gibt es ein minimales ¢, € I mit “="
in (x%.). Wegen § > 0 erhalten wir

to t
(a+2)e™ = plty) < (a+e)+ B / olr) dr<(a+e)+ [0 = (@)™,
N~ 0
’ <(a+e)ebT
dh einen Widerspruch. O]

2.7. Existenzsatz von Peano: Seien D und F wie in 2.1 und sei (z¢,%) € D. Dann
hat das Anfangswertproblem (AWP) eine Losung, und es gibt eine maximale (dh auf kein
groferes Intervall fortsetzbare) Losung 4 : Iax — R™ von (AWP), die “von Rand zu Rand
verlauft”.

Bemerkung: Losungen des Anfangswertproblems (AWP) sind unter diesen Vorausset-
zungen i.a. nicht eindeutig. Insbesondere miissen auch die Existenzintervalle maximaler
Losungen zum selben Anfangswert nicht tibereinstimmen.
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3 Lineare Differentialgleichungssysteme
Wir bezeichnen hier die unabhangige Variable nicht mit x, sondern mit .

3.1. Lineare Systeme mit variablen Koeffizienten:

Existenz und Eindeutigkeit von Losungen: Sei I C R ein Intervall und seien bl —
R™ und A : I — R™" stetig (letzteres bedeutet, dass in der Darstellung A(t) = (a1 (1))}
alle Funktionen a;j, : I — R stetig sind). Ist ¢, € I, so hat das Anfangswertproblem

—

) gy o= zil(t)§+ b(t), tel, (1)

y(to) = %o

fiir jedes o € R™ eine eindeutige Losung qg [ — R™

Beweis: Wende Satz 2.2 und 2.5 an auf D = I x R™ und F(t, ) = A(t)7+b(t) und beachte

S F(t9) = A(t).

Struktur der Losungen: Fiir Losungen des inhomogenen Differentialgleichungssystems
7 = A)F+bt), tel, (2)

gelten die uns schon von anderen linearen Differentialgleichungen vertrauten Eigenschaften:

Die allgemeine Losung von (2) erhdlt man durch Addition einer speziellen (partikuldren)
Losung des inhomogenen Systems (2) und der allgemeinen Losung des zugehorigen ho-
mogenen Systems

y' =Alt)y, tel. (3)

Bemerkung: Der Losungsraum des homogenen Systems (3)
Lo ={y: I ->R": ¢ =Alt)y, t eI}
ist ein reeller Vektorraum der Dimension n.

Eine Basis qgl, 52, cee qz?n von % heifit Fundamentalsystem fiir (3) auf I. Ist 51, e gn ein
Fundamentalsystem, dh eine Basis von %, so erhélt man jede Losung von (3) durch eine
Linearkombination . . .

clgf)l + 02¢2 + ...+ cngzﬁn

flir geeignete ¢q,¢o,...,c, € R.
Wronski-Determinante: Fiir 51, 52, e ,qgn € % heifit

— —

w:l =R, w(t):=det gll(t) (j§2|(t) gén‘(t) ;

die Wronski-Determinante des Systems 51, (EQ, cee (En Es sind aquivalent:
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e die Funktionen (51, 52, ey (En bilden ein Fundamentalsystem:;
e csist w(t) # 0 fiir alle ¢ € I;
e esist w(ty) # 0 fiir ein ¢y € 1.

Bilden ¢1, és, . . ., &, ein Fundamentalsystem von (3), so bezeichnen wir auch

— —

®(t) = 51|(75) ¢2|(t) ¢n|(t) , tel

als Fundamentalsystem. Beachte, dass ®(t) fiir jedes t € I eine invertierbare n x n-Matrix
ist (wegen det ®(t) = w(t) # 0 fiir t € I). AuBerdem gilt

'(t) = Alt)P(t), tel,

denn die j-te Spalte von ®'(t) ist gerade (q%)'(t) = A(t)gj(t). fir ¢ = (c1,c,...,¢,) € R"
ist

. . . R | g
191(t) + coga(t) + ...+ cadn(t) = | d1(t) da(t) ... on(t) L | =®@)e tel,
| | | Cn

dh man erhélt alle Lésungen von (3) durch Multiplikation der matrixwertigen Funktion
®(t) mit festen Vektoren ¢ € R™.

Variation der Konstanten: Ist ®(¢) ein Fundamentalsystem fiir (3) auf 7, so macht man
fiir eine Losung ¢(t) von (2) den Ansatz

und erhalt

also
O(t)E'(t) = b(t) baw. &'(t) = () "b(t).

Die eindeutige Losung von (1) ist dann gegeben durch
yt) = (t)@(to) "o + D(t) /t (I)(T)_lg(T) dr, tel.
to
Man vergleiche dies mit der Formel aus 1.2.
Bemerkung: Die Aussagen gelten entsprechend, wenn A : [ — C™" und b:1 - Cn

stetig sind. In diesem Fall gilt der Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir 3, € C”, und der
Losungsraum %, des homogenen Systems ist ein komplexer Vektorraum der Dimension n.
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3.2. Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten: Wir
betrachten das homogene System

y' = Ay, teR, (1)
wobei A € C™" und wollen ein Fundamentalsystem bestimmen.

Grundlegende Beobachtung: Ist A\ € C ein Eigenwert von A und @ € C* \ {0} ein
zugehoriger Figenvektor (dh gilt AT = ), so ist durch

o(t) == MU, teR,
eine Losung von (1) gegeben.

Folgerung: Gibt es eine Basis ¥y,0s,...,0, des C" aus Eigenvektoren von A mit
zugehorigen Eigenwerten Aq, Ao, ..., \,, so ist durch

</53<> )\tﬁjv teR, 7=1,2,...,n
ein Fundamentalsystem g;l, 52, e ,ggn von (1) gegeben.

Bemerkung (Erinnerung): Es gibt genau dann eine Basis aus Eigenvektoren von A, wenn
A diagonalisierbar ist, dh genau dann, wenn fiir jeden Eigenwert algebraische (dh Nullstel-
lenvielfachheit im charakteristischen Polynom) und geometrische Vielfachheit (dh Dimen-
sion des zugehorigen Eigenraumes) iibereinstimmen.

Das ist z.B. immer der Fall, wenn A n verschiedene Eigenwerte Aq, Ao, ..., A, hat.

Beispiel: Wir betrachten die Matrix

2 11
A= 1 2 1
11 2
Es gilt
det (A —AI) =
Ein Eigenvektor zum FEigenwert 4 ist gegeben durch ( , und der Eigenraum zum
Eigenwert 1 wird aufgespannt von den Vektoren ) . Ein Fundamen-
talsystem von (1) ist also gegeben durch
. 1 B 1 . 0
le (t) = €4t 1 s ¢2(t) = et -1 s ¢3(t> = €t 1
1 0 —1
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Reelle Matrizen mit nicht-reellen Eigenwerten: Sei A € R™*" komplex diagonal-
isierbar und A € C \ R ein Eigenwert mit zugehorigem Eigenvektor 7 € C™ \ R™. Dann
ist auch \ Eigenwert von A mit Eigenvektor 7. Die linear unabhéngigen komplexwertigen
Losungen e und eMd im Fundamentalsystem ersetze man durch die linear unabhéngigen

reellwertigen Losungen
Re (e*0), Im (eMd).

A:<_01 (1))

det (A— M) =X N+1=A—9)A+1).

Beispiel: Wir betrachten
Es gilt

1
+i

1. et = 1 (cost +isint) = CO.St +1 sint
7 ) —sint cost

Ein reelles Fundamentalsystem von (1) ist also gegeben durch

- cost - sint
G- ut ). do- ().

Ein Eigenvektor zum FEigenwert 4 ist gegeben durch ( ), und es gilt

3.3. Fundamentalsysteme fiir nicht-diagonalisierbare Matrizen: Wir betrachten

weiter das homogene System
y'=Ay, teR, (H)

wobei A € C™" nicht diagonalisierbar ist.

Man fiihre das folgende Verfahren fiir jeden Eigenwert von A durch:

Sei A\g € C ein Eigenwert von A mit algebraischer Vielfachheit m (dh Aq ist
m-fache Nullstelle aber nicht m+ 1-fache Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms p(\) = det (A — \I)).

Man bestimme eine Basis v, v, . . . , U, des Hauptraumes von A zum Eigenwert
Ao, dh eine Basis von Kern (A — \gl)™ (selbst wenn der Eigenraum Kern (A —
Al) von A zum Eigenwert A eine Dimension < m hat, hat der entsprechende
Hauptraum immer die Dimension m). Dazu bestimme man zunéchst eine Basis
von Kern (A — \gI), erweitere diese zu einer Basis von Kern (A — \oI)? usw.
ZweckméBigerweise bestimmt man dabei in jedem Schritt Vektoren « mit

(A — )\OI)U_; = 17,
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wobei ¢ aus dem Spann der bisher gefundenen Vektoren ist (und ¢ = 0 im
ersten Schritt).

Dann sind ggl, 52, . ggm, gegeben durch

- . Lt . ! m—1
¢](t) = 6/\0t<vj—|—t<A—)\0[)Uj+5(14—/\0[)2’Uj—|—. . +m(14—)\0[) 1’Uj>
fir 7 =1,2,...,m, linear unabhéngige Losungen von (H).

Falls A € R™*" ist, beachte man folgendes:

Ist in der obigen Situation Ay € R, so bestimmt man eine reelle Basis
U1, U, ..., Um € R™ des Hauptraumes und erhélt so reellwertige Funktionen

¢17¢27"'7¢m~

Ist \p € C\R, so ist auch Ao ein Eigenwert der algebraischen Vielfachheit m. In
diesem Fall erhélt man 2m linear unabhéngige reellwertige Losungen von (H)
durch

R,qul, Rqug, ceey Reggm, Im(gl, Il’Il(gg, cey Imqgm

Der Eigenwert Ao wird in dem Verfahren dann nicht mehr beriicksichtigt!

Beispiel: Sei

0 1 -1

A= -2 3 -1

-1 1 1

0
Es gilt det (A — A\) = —(A — 1) (A —2) und | 1 | ist Eigenvektor zum Eigenwert 2.

1

Weiter gilt

-1 1 -1 1 1 0
Kern(A-I)=Kern [ —2 2 —1 | =1lin{| 1 |}, Kem(A-I)?*=1n{[ 1 |,|[ ©
-1 1 0 0 0 -1

Also ist ein Fundamentalsystem gegeben durch

. 0 . 1 . 0 1
o= 1ex amoy=( 1], goy=[] 0o |+¢]1 ]et.
1 0 1 0

30



3.4. Asymptotisches Verhalten: Sei A € C"*". Wir interessieren uns fiir das Verhalten
von Losungen von

y' = Ay, teR, (H)
fiir t — oco. Aus der Gestalt der Funktionen im Fundamentalsystem aus 3.3 erhalten wir
den
Satz: (1) Alle Losungen von (H) konvergieren gegen Null fiir ¢ — oo genau dann, wenn

Re A\ < 0 fiir jeden Eigenwert A von A gilt.

(2) Alle Losungen von (H) bleiben fiir ¢ — oo beschrinkt genau dann, wenn Re A < 0 fiir
alle Eigenwerte A von A gilt und wenn fiir jeden Eigenwert A\ mit Re A = 0 geometrische
und algebraische Vielfachheit iibereinstimmen.

3.5. Die Matrixexponentialfunktion: Sei A € C"*". Fiir jedes t € R definiert man

2 A
exp(tA) = etA = T
=0

Die Reihe konvergiert dabei in dem Sinne, dass fiir jedes (j, k) der Eintrag der Matrix

Yo S an der Stelle (4, k) konvergiert.

[Zum Beweis bestimme man C' > 0 so, dass ||AZ|| < C||Z|| fir alle & € R™ gilt (das gilt
1/2
2.B. fiir C = (zgkzl |ajk|2) ). Dann ist ||A'Z] < O 7| fir alle I € Ny und

AT [t]"C|Z|| .
Z H T H S Z T = M7 < oo,
1=0 =0

so dass die Reihe ) 7, tl’?!lf fir jedes # € C™ in C™ absolut konvergiert. |

Eigenschaften: Seien A, B € C"*".

(1) Ist AB = BA, so gilt

eA—i—B — GAQB.

Beweis wie beim Cauchyprodukt, wobei man beachtet, dass (wegen AB = BA!) gilt

l
(A + B)! Z( )AJBI | € Np.

7=0

(2) Die Matrix e ist invertierbar mit (e4)™! = ¢4,
(3) Fiir alle s,t € R gilt esT)4 = es4et4,
) Fiir jedes go € C™ definiert ¢(t) .= ety eine Losung des homogenen Systems (H) mit

(4
Anfangswert (b( ) = Yo. Hieraus erhalten wir:
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Ist ®(t) ein Fundamentalsystem von (H), so gilt /4 = &(¢)®(0)7 !, t € R.
Insbesondere ist ¢! das Fundamentalsystem ¥(t) von (H) mit ¥(0) = I.

Bemerkung: Sind v € C", A € C und m € N so, dass (A — A\I)™v = 0 gilt, so haben wir

—_
~+

3

k
AT = MtA-N) 5 N

(A= X5, teR,

!

b
Il
T

0
womit klar ist, dass die in 3.3 angegebenen ggj Lésungen von (H) sind.

0 w

Beispiele: 1) A = ( w0

): Es gilt A2 = —w?I, also fiir k € N:

A2k+1 — (_1>kw2kA A2k — (_1)kw2k[.
Somit ist fiir jedes t € R:

0o (=1)k % —1)k
oA ( > h=o ((21@%! (wt)? > ko %(Wﬂ%ﬂ )

00 —1)k e’} —1)k
=2 k=0 (ék-&-)l)! (w)?* 308, ((zkgl (wit)?*

Beachte %4 = I und

oo (Zsnlet) vl Y s yen

cos(wt)  sin(wt)

- ( —sin(wt) cos(wt) ) |

dt —wcos(wt) —wsin(wt
A1 0 -+ 0
0 :
2)J=| : o | € C*™. Es gilt
: A1
0 0 A
1 0 0
J =M+ o | =xr+ N
0
0 «v - 0
Wegen (AM)N = N (M) ist also
ol — AN _ AN
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Nun hat N* fiir k = 1,...,n — 1 auf der k-ten Nebendiagonalen Einsen und sonst Nullen,
und N* ist die Nullmatrix fiir £ > n. Somit ist

t2 tn—l
1t Lo ca
0 ' :
6tJ — eAt . 2
2
1 t
0 0 1

[3) Zu jeder Matrix A € C™*™ gibt es eine regulire Matrix S so, dass S7'AS die folgende
Blockmatrix-Struktur hat (— “Jordan-Normalform”):

J 0 - 0
stas=| " ],
S |
0 -~ 0 J
wobei jedes J;, j = 1,...,1, die Form wie in Beispiel 2) hat (mit A; statt A und Dimension

n; statt n, wobei ny + ...+ n; = n). Man erhélt dann

tJi 0 --- 0
0 et 0 0
etA:‘Sve 0 0 tJl Sflzs 0 Sfl
S
O e O etJl

wobei die Matrizen e!’i € C%>*" in Beispiel 2) berechnet wurden.
Man sieht hier deutlich, woher die polynomialen Anteile in den Fundamentalsystemen aus
3.3 kommen, nédmlich von den Einsen auf der Nebendiagonalen in den “Jordanblocken” J;.]

Variation der Konstanten: Ist I/ C R ein Intervall, A € C"*", ¢, € I, b:I—Cn stetig
und 7y € C", so ist die eindeutige Losung von

7 =Aj+b(), tel,

mit i(tg) = o gegeben durch

t
g(t) = elt=t0Ag 4 / () dr, tel.

to
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Partielle Differentialgleichungen

Eine partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung, welche Ableitungen einer gesuchten
Funktion u : D — R enthélt, wobei D eine offene Teilmenge des R™ und n > 2 ist.

Im Gegensatz zu gewohnlichen Differentialgleichungen gibt es bei partiellen Differential-
gleichungen je nach Art der vorliegenden Gleichung viele verschiedene Theorien. Partielle
Differentialgleichungen konnen nach verschiedenen Aspekten klassifiziert werden, zB nach
der Ordnung der hochsten auftretenden Ableitung der gesuchten Funktion oder algebraisch:

Lineare Gleichungen enthalten die gesuchte Funktion v und ihre Ableitungen nur linear,
quasilineare Gleichungen sind linear in den héchsten Ableitungen von u. Gleichungen, die
nicht quasilinear sind heiflen voll nicht-linear. Solche Gleichungen konnen durch Differen-
zieren in quasilineare Gleichungen tiberfiihrt werden.

Das Gebiet ist riesig, und wir werden einige typische Vertreter kennenlernen.

Beispiele: 1) d;u + 0,u = 0 ist von erster Ordnung und linear.
2) Oyu + ud,u = 0 ist von erster Ordnung und quasilinear.
3) Upztlyy — (Ugy)? = f ist von zweiter Ordnung und voll nicht-linear. Leitet man nach z

ab, erhélt man die Gleichung

UggxUyy + UgaUgyy — 2uxyu:m:y = f:):a

die von dritter Ordnung und quasilinear ist.

4) Die Gleichungen Au = 0 (Laplacegleichung), u; = u,, (Wéarmeleitungsgleichung) und
Uy = Uy, (Wellengleichung) sind von zweiter Ordnung und linear.

4 Transportgleichungen und Charakteristiken

4.1. Lineare Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten: Wir betrachten die
Gleichung
o+ adpu = g(x,t), (x,t) € R? (1)

fiir eine Funktion u = u(z,t), die wir mit der Anfangsbedingung
u(z,0) = f(z), zeR, (2)

16sen wollen. Hierbei sind g : R?> = R, f : R — R und a € R gegeben. Eine Ldsung soll
eine Funktion u € C'(R?) sein, die (1) und (2) geniigt. Man ersieht hieraus schon, dass
g € C(R?) und f € C*(R) gelten muss.

Bemerkung: Die Abbildung C'(R?) — C'(R?), u + Oyu + ad,u (hier werden Funktionen
abgebildet) ist linear. Deshalb erhélt man die Losung von (1), (2) durch Addition der
Losungen fiir die Félle g = 0 und f = 0.
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Die linke Seite von (1) ist in der (x,t)-Ebene die Richtungsableitung von « in Richtung
des Vektors (“)

1

Fall g = 0: Dann bedeutet (1), dass u auf Geraden (f) + r(‘f), r € R, konstant ist. Ist ("f)
fixiert, so trifft diese Gerade die Achse R x {0} im Punkt (**) (setze r = —t). Aus (2)
erhalt man also

u(z,t) = f(x —at), (x,t) € R?

dh der Anfangswert wird mit Geschwindigkeit a nach rechts transportiert. Fiir f € C'*(R?)
ist dies tatséchlich die eindeutige Losung von (1), (2) im Fall g = 0.

Fall f = 0: Dann bedeutet (1):

a1 (z,t) = g(x,t), (x,t) € R?

und wir erhalten u durch Integration von g auf der Geraden (”z) + R(‘ll):

u(z,t) = wu(x,t) —ulx —at,0) = /o O (u(x —alt —r),r))dr

—(a—at.0)
- (gz) (o —alt—r).r). (1) ir= [ gto (¢~ naryar

=g(z—a(t—r),r)

Ist g stetig partiell nach z differenzierbar, so ist hierdurch tatséchlich eine Losung von (1)
mit u(z,0) = 0, z € R, gegeben (— Differentiation von Parameterintegralen, s.u.).

Satz: Ist f : R — R stetig differenzierbar und g : R? — R stetig und stetig partiell nach «
differenzierbar, so ist die eindeutige Losung von (1), (2) gegeben durch

(@) = f(z— at) + /O oz —alt —r).r)dr, (2,1) € R2. (3)

Will man nachrechnen, dass u eine Losung ist, so verwendet man den folgenden Satz iiber
Integrale, die von einem Parameter abhéngen.

Satz: Sei h = h(t,r) eine Funktion von ¢ und r, die stetig sei und auflerdem stetig partiell
nach t differenzierbar. Seien ¢ = ¢(t), ¥ = ¥(t) stetig differenzierbare Funktionen. Dann
ist durch
U(t)
B(t) = / Wt r) dr
e(t)
eine stetig differenzierbare Funktion gegeben mit

¥(t)

K(t) = /(t) (Oeh)(t,r) dr + R(t,(2))9' () — h(t, (1)) @' (1).
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[Zum Beweis differenziert man F(t,a,b) := f h(t,r)dr zunédchst nach t, das ist die
eigentliche Arbeit. Dann leitet man k(t) := F(t, p(t),1(t)) nach der Kettenregel ab.]
) =

gle—a(t—=r),r), o(t) = 0, P(t) =

Diesen Satz wenden wir (fiir festes z!) an auf A(t, r

8t</0tg(x —a(t—r),r) dr) = —a/ot(axg)(:r —a(t—r),r)dr+ g(z —a(t —t),t).

=T

Hingegen ergibt die Anwendung (fiir festes t!) auf h(x,r) = g(x —a(t—r),r) und p(z) =0,
Y(x) =t

8m</0tg(x —a(t—r),r) d?“) = /Ot(f)mg)(x —a(t—r),r)dr.

Folglich ist das oben angegebene u = u(z,t) tatsichlich eine Lésung der Gleichung.

4.2. Lineare Transportgleichung im R": Sei n € N, @ € R” und seien f : R" — R,
g :R" x R — R gegeben. Das Anfangswertproblem

ou+d-Vu = g(Zt), (Z,t)eR*"xR (1)
uw(@,0) = f(z), ¥eR",

lasst sich wie in 4.1 behandeln.

Satz: Ist f: R" — R stetig differenzierbar und g : R" x R — R stetig und nach jedem z;,

j =1,...,n, stetig partiell differenzierbar, so ist die eindeutige Losung von (1) gegeben
durch

uw(z,t) = f(& —ta) + /0 g(@— (t—r)d,r)dr, (Z,t) € R" xR. (2)

4.3. Quasilineare Gleichungen erster Ordnung: Allgemeiner als in 4.1 und 4.2 be-
trachten wir quasilineare Gleichungen der Form

a(,u) - Vu=0bZ,u), €D, (Q)

in D CR" wobeid: DxJ— R'und b: D xJ — R gegeben sind und J ein reelles
Intervall ist. Losungen sind Funktionen u € C'(D ) wobei D C D moglichst grof} ist, mit

VieD: u(@) eJ und @& u@)  Vu(@) = b(Z u(i)).

Nach den Erfahrungen in 4.1 betrachten wir eine gegebene Losung Z +— u(Z) auf Kurven

s > k(s) in D und setzen w(s) := u(k(s)) (s ist hier ein recller Parameter aus einem
Intervall 7).

Ableiten von w ergibt nach der Kettenregel:
w'(s) = Vu(k(s)) - k'(s) = k'(s) - Vu(k(s)).
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Andererseits ist . . .
a(k(s), w(s)) - Vu(k(s)) = b(k(s), w(s)).

Dies legt nahe, zur Losung von (Q) das folgende charakteristische System zu betrachten

(s),w(s)) (CS)

Dies ist ein System gewohnlicher Differentialgleichungen (n 4 1 Gleichungen fiir die Funk-
tion (¥) : I - R" x R).

Definition: Losungen (f)) des charakteristischen Systems (CS) heilen Charakteristiken
der Gleichung (Q), dabei heiBt die Funktion k Grundcharakteristik.

Bemerkung: Ist (E) eine Charakteristik, so ist die Grundcharakteristik k eine Kurve im
Argumentraum D C R™ und w beschreibt (hoffentlich) den Wert einer Losung auf dieser
Kurve.

Héngt d(Z, u) = d(Z) nicht von w ab (man spricht dann von einer semilinearen Gleichung),
so hangen die Grundcharakteristiken nicht von den Werten w ab, und man kann zunéchst
die erste Gleichung in (CS) und dann die zweite 16sen. Gilt zusétzlich b = 0, so ist w
konstant, was bedeutet, dass Losungen von (Q) auf Grundcharakteristiken konstant sind.

Beispiel: Schreibt man in 4.1 (z1,29) statt (x,t) und bringt die Gleichung 4.1 (1) mit
a(z,u) = (‘11) und b(Z,u) = g(z1, x2) auf die Form (Q), so lautet das zugehdérige charakter-
istische System

) =
w'(s) = g(ki(s),ka(s)).

Grundcharakteristiken sind hier gegeben durch (i;)(s) = s(9) + (Z;), wobei ¢1,c5 € R
Konstanten sind. Dies sind die Geraden aus 4.1.

4.4. Anfangsbedingungen fiir quasilineare Gleichungen: Im Fall n = 2 wird man
Anfangswerte fiir (Q) auf einer Kurve I' in D vorgeben wollen. Man sieht schon im Beispiel
in 4.3, dass " nicht eine der Grundcharakteristiken sein darf, da auf diesen die Werte der
Losung ja durch die zweite Gleichung in (CS) gegeben sind.

Im allgemeinen Fall gibt man eine gentigend glatte Hyperfliche I' in D vor und dort
ebenfalls gentigend glatte Anfangswerte f (5) € € T'. Dabei fordert man

—

(T, f) ist nicht-charakteristisch: in keinem € € T ist @(&, f(£)) tangential an T,
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Diese Forderung gewahrleistet, dass die Grundcharakteristiken I' in einem Winkel # 0
schneiden. Sind dann noch @ und b hinreichend glatt, kann man zeigen, dass (Q) lokal um
I' eindeutig losbar ist.

ZweckméBigerweise setzt man s = 0 auf I' und 16st (CS) mit dem Anfangswert

(o) wiomeer

E(s,
w(s,

oy

Bezeichnet man die Losung von (CS) mit ( ), so erhélt man die Losung (%) von (Q)

durch

—

w(@) =w(s, &), falls T = k(s,).

Beispiel: d,u + 20,u = 0 mit u(z,0) = f(z) und = € R. Hier ist @(z,¢,u) = (7). Zur
Parametrisierung der z-Achse verwenden wir den reellen Parameter &, hier ist I' = {(&,0) :
¢ € R}. Das charakteristische System und die Anfangsbedingungen lauten

ki(s) = ka(s) k1(0) = ¢
ka(s) = 1 ka(0) = 0
w'(s) = 0 w(0) = f(&).
ka(s, €) ge?
mit Losung | ka(s, &) | = s . Wir haben
w(s, §) /&)

k(s, &) = <:17) — s=t E=qe .

Wenn f stetig differenzierbar ist, ist die eindeutige Losung des Problems also gegeben
durch
u(x,t) = fle 'x), (z,t) € R%
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5 Die Potentialgleichung

Die Potentialgleichung oder auch Poisson-Gleichung ist die lineare Gleichung zweiter Ord-
nung

Au=f

in einem Gebiet 2 C R™. Im homogenen Fall f = 0 spricht man auch von der Laplace-
Gleichung
Au = 0.

Bemerkung: Ein wirbelfreies Vektorfeld F (dh rot F' = 0) ist nach HM2 in einem ein-
fach zusammenhéngenden Gebiet (dh jedenfalls lokal) als Gradient eines Skalarfeldes V'
darstellbar F' = VV. Ist das Vektorfeld zusétzlich quellenfrei (dh div F' = 0), so geniigt V'

der Laplace-Gleichung: .
AV =div(VV) =div F = 0.

Beispiel ist in der Elektrostatik das elektrische Feld E = —VV, wobei typischerweise das
Potential V' an der Oberflache eines Gebietes vorgegeben ist.

5.1. Harmonische Funktionen: Sei ) C R" ein Gebiet. Eine C?-Funktion v :  — R
heilt harmonisch in €2, falls gilt
Au=0 1in Q.

Beispiele: 1) Fiir n = 1 und I C R Intervall sind die in I harmonischen Funktionen u alle
von der Form u(z) = ax + b, x € 1.

2) Die durch u(x,y) = e*cosy und v(z,y) = e”siny auf R? gegebenen Funktionen sind
harmonisch in R2.
Die Funktion w : R*\ {(0,0)} — R, w(z,y) = In(z* 4+ ¢?) ist in R?\ {(0,0)} harmonisch.

3) Die durch u(#) = ||Z|| ™" definierte Funktion v ist in R\ {0} harmonisch.

5.2. Mittelwerteigenschaft: Sei Q) C R?. Ein stetiges u : © — R ist genau dann har-
monisch, wenn fiir jede Kugel

B(Zo,r) ={T € R®: |7 — || <r} C Q
gilt
1
u(Zo) = == / / / udr (Kugelmittel, Volumenintegral)
| B(Zo, 1) B(&o,r)

bzw. genau dann, wenn fiir jede solche Kugel gilt

u(ry) = ————— wdo sphérisches Mittel, Oberflachenintegral).
(%) |0B(Zo,7)| dOB(Zo,r) ( gral)

Hierbei bezeichnet |B(Zy,r)| = 4r* das Volumen von B(Zy, ) und |0B(Zo,r)| = 4mr? die
Oberflache der Kugel.

Die entsprechenden Aussagen gelten aber fiir jedes n > 2.
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Beweis. (nicht in der Vorlesung) Nur die sphérische Mittelwerteigenschaft fiir harmonisches

u und Z, = 0: Betrachte fiir ¢ € [0, 1]:
= // Uy dO,
oB(0,r)

wobei wu;(Z) = u(tZ). Es gilt 1(0) = |0B(0,r)|u(0) und zu zeigen ist 1(0) = I(1). Mit einem
Satz wie in 4.1 haben wir
// 8tut do.
AB(0,r)

Dabei ist Oyus(Z) = (Vu)(tZ) - & und (V) (Z) = t(Vu)(tZ), also nach GauB

// (V) - // (V) "Ndo= /// Ay dr.
AB(0,r) dB(0,r) B(0,r)

Das letzte Integral verschwindet, da auch u, harmonisch ist. Somit ist 7(1) = 1(0). O

5.3. Maximumsprinzip: Sei v harmonisch im Gebiet (2.

1. Gibt es ein 7y € 2 mit

(Z) fir alle ¥ € 2 (u hat lokales Maximum in )
(Z) fiir alle 7 € Q  (uw hat lokales Minimum in Zy),
so ist w auf €2 konstant.

2. Ist Q beschrankt und w stetig auf Q, so gilt fiir jedes Z € Q:

< < T
min u(y) < u(¥) < maxu(y),

dh harmonische Funktionen nehmen Maximum und Minimum auf dem Rand von €2 an.

5.4. Grundlsung der Laplace-Gleichung: Die fiir # € R" \ {0} definierte Funktion

£ n||Z|| firn=2
7)o— ) 2n ;
[(@) = { — |||~ firn =3

heiit Grundlosung der Laplacegleichung oder auch Fundamentallosung. Haufig schreibt
man dann

['(Z,y) =17 —y) fird yeR"mitZ#y.
Bemerkung: Fiir allgemeines n > 3 lautet die Formel fiir die Grundlosung

1

L@ = n(2 —n)w,

(il
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wobei w,, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet (es ist also wy = T,
w3 = 37).

Man erhélt I'(Z), wenn man eine Losung u der Laplacegleichung der Form w(Z) = g(||Z]|)
sucht, wobei g = g(r) eine C?-Funktion auf (0,00) ist. Das fiihrt auf die Gleichung (vgl.

HM 1I) 1
J'(r) + =g r) =0, >0,

mit Losung ¢'(r) = cr'™. Dies bestimmt ¢ bis auf eine additive Konstante, ¢ wird so
gewahlt, dass die Formel in 5.5 unten gilt.

Wir konzentrieren uns im folgenden auf den Fall n = 3.

Eigenschaften (n = 3): Fir j =1,...,3 gilt

0 ., 1 o
8_] (7) = E%HCCH 37
also .
V(D) = —Z|Z|~°
4
und ) .
V(7. 9) = 4—(5’— DIZ =772,  ViI(Z 9 = 1 — (77— DT -7,
7 7

wobei Vz bedeutet, dass der Gradient bzgl. der Komponenten von ' gebildet wird, dh also,
dass nach 1, x9, x5 partiell differenziert wird (V; ist analog gemeint). Weiter ist

AL@) =0 (T#0), AL@PN=0 (T#7, AL@EH=0 (F#2),

dh T ist in R?\ {0} harmonisch, fiir festes 7 € R? ist Z — I'(Z,7) in R*\ {7} harmonisch
und fiir festes ¥ € R? ist y — T'(Z,7) in R* \ {Z#} harmonisch.

5.5. Greensche Darstellungsformel: Sei  ein beschréinktes Gebiet in R* mit C*-Rand,
und sei V' C R"™ offen mit Q C V. Ist u € C*(V), so gilt fiir jedes & € Q:

-] (u(*)aajé (@)~ @5 i ) /// 7).
Gl Y

Beachte hierbeig (i) = V() - N () und

or ; j-%F
—(@,9) = Vyl'(Z,y) - N(Y) = -5=5——=5 - N
o B0 = V@) N = s V@)



Beweisidee: Verwende fiir festes 7 € () die zweite Greensche Formel, dh

// 9 ;99 d _/// gAf — ng dT

fir G = Q. = Q\ B(#,¢), 9(y) = u(y) und f(y) = I'(Z,7). Hierbei sei ¢ so klein, dass
B(#,e) C Q gilt. Dann ist

/// // < z,9) - (@, ﬁ)j—%(ﬁ)) do(#)
// ( ) (0) ~ F(f@)%@) do(i).

OB(Z,e)

Beachte hier, dass fiir § € OB(&,¢) gilt: N(j) = L2

erhalten wir
n |7 — 2||? . // 1 ou, . .
dO —|— — S S S dO .
// y4m||y—as||3 @) Ty~ o ) o)
—_——

OB(Z,e) OB(Ze)
—1/(47r52) =1/(4me)

Da u in 7 stetig ist und 4me? gerade die Oberfliche von B(Z,¢), konvergiert das erste
Integral fiir ¢ — 0 gegen u(Z). Da Vu in der Nidhe von & beschrénkt ist, konvergiert das
zweite Integral fiir ¢ — 0 gegen Null.

5.6. Greensche Funktion: Sei (2 ein beschriinktes Gebiet. Eine Funktion G(Z, /), welche
fiir #, 4 € Q mit ¥ # ¢ definiert ist, heiit Greensche Funktion von §2, falls G symmetrisch
ist (dh G(Z,7) = G(y, %) gilt) und fiir jedes y € 2 gilt:

G(Z,y) = 0 fir alle 7 € 0 und 7 — h(Z,y) := G(Z,y) — I'(Z, y) ist harmonisch in Q.

Bemerkung: Die zweite Bedingung bedeutet, dass G und I" in & = ¢ “die gleiche” Singu-
laritdt haben (ihre Differenz h hat nédmlich keine Singularitdt mehr. Zusammen bedeuten
die Bedingungen, dass fiir festes i € Q die Funktion Z — G(Z, %) Losung des Problems

Au = 5@', 'LL‘@Q = 0,

ist.

Erlauterung: Setze u(¥) := G(Z,¥), wobei § € Q fest ist. Dann ist u(Z) = 0 fir ¥ € 9Q
klar. Die Gleichung Au = 6y ist distributionell zu verstehen, dh man multipliziert formal
mit C%-Funktionen v : R* — R, fiir die es eine Menge B C Q mit B C Q so gibt, dass
1 = 0 aulerhalb von B gilt, und integriert iiber € bzgl. #. Solche Funktionen v und alle
ihre Ableitungen verschwinden also am Rand von ).
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Dabei ist 05 die Dirac“funktion” fiir den Punkt ¢, die durch

[ e i@ = v

definiert ist. Man schreibt formal mitunter statt der linken Seite auch

/ / / Y(T)0(Z — ) dr(Z) oder d7(¥) oder (57 1).
Q

Die Bedeutung von Awu ist gegeben durch

/Q [ @@ / [[ @@ ara)

wobei die Idee hierbei eine formale Anwendung der zweiten Greenschen Formel (s.o0.) ist,
da nach den Voraussetzungen an ¢ die Randterme ja verschwinden.

J[[ sec@mo@are - /// 7, ) (A)(7) dr (7)
- / [[r@pan@ara + / [ na.paw@ an@)
_ // Ash(F )deg)

- /// @

Nach 5.5 ist dabei das erste Integral in der zweiten Zeile = (%), da die Randterme fiir
1 verschwinden. Fiir das zweite Integral in der zweiten Zeile verwendet man die zweite
Greensche Formel.

Somit erhalten wir

Beobachtung: Wendet man (bei gentigend glattem Rand 0f2) die zweite Greensche Formel
an auf f(y) = h(Z,¥) und g = u und addiert das Ergebnis zur Greenschen Darstellungs-
formel 5.5, so erhalt man

uw = [[ (u@;_]%(f, g)) wo)+ [[[ @ psut i

dh man kann mithilfe der Greenschen Funktion (wenn sie existiert!) eine Losung u € C?(V)
des Dirichletproblems

Au = f, ulog = ¢,
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im Inneren von 2 aus den Daten f und ¢ rekonstruieren:

o= [ (w055 50) o+ [f[ o, <

Q.

Bemerkung: Ist ) beschrankt mit C2-Rand, so existiert eine Greensche Funktion fiir .

Beispiel: Die Greensche Funktion fiir die Kugel B (6, R) ist gegeben durch:

Beachte dazu, dass fiir 7 # 0 gilt

7l 2 21121 72|12
gl B 7PN o o e
H il R R

und dass der rechte Ausdruck symmetrisch in Z und ¢ ist. Aulerdem ist G(Z,
|7]] = R. Fiir festes ¢ € B(0, R)\ {0} ist die Singularitéit von G(&,7) —I'(Z, 7) in

und liegt auBerhalb von B(0, R).

y) = 0 fiir
= R2 —
L= gy

Einschub: Separationsansatz fiir ein verwandtes Problem: Wir betrachten fiir n = 2

und R, A > 0 in By := {(z,y) € R?*: 22 + y* < R?*} das Problem

Av+ X v =01in Bg, v =0 auf 0Bg

und fragen uns, fiir welche A\ es Losungen v # 0 gibt und wie diese aussehen (Eigenwert-
gleichung fiir den Laplaceoperator). Auf eine solche Frage sto8t man z.B. bei der Unter-
suchung von kreisformigen Hohlleitern fiir elektromagnetische Wellen. Nach Einfiithrung

von Polarkoordinaten lautet die Gleichung fiir V (r, ) := v(r cos ¢, rsin ¢):
1 1

Der Separationsansatz V(r, ) = f(r)g(¢) fiihrt auf

2L+ F)/r+ M) g"()
f(r) 9(p)

Da die linke Seite unabhéngig von ¢ und die rechte Seite unabhéngig von r ist, miissen

beide Seiten gleich einer Konstanten p sein, und wir erhalten

P e f (W =) f =0, g"+pg = 0.
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Hierbei muss ¢ nach Ansatz 2m-periodisch sein, und wegen 1.8 erhalten wir 1 = 2, wobei
v € Ny. In der ersten Differentialgleichung setzen wir r = £/v/A, h(€) == f(£/v/)) und
erhalten die Besselsche Differentialgleichung der Ordnung v > 0

E2N"(€) + EN'(€) + (€2 = v*)h(E) = 0.
Fiir allgemeines v > 0 ist die determinierende Gleichung (vgl. 1.11) hier
p* —1v? =0, Nullstellen pi/2 = Lv.

Fir p; = v fiihrt der abgewandelte Potenzreihenansatz aus 1.11 auf die Besselfunktion
erster Art der Ordnung v

B s (—1)k £\ 2k+v
2E)=2 ET(k+v+1) (5)

k=0

(hierbei ist I' die Gamma-Funktion). Ist ¥ > 0 mit v ¢ N, so erhélt man eine zweite linear
unabhangige Losung J_,, indem man in dieser Formel v durch —v ersetzt. Ist hingegen
v € Ny, so kann man den logarithmischen Term in der Formel aus 1.11 nicht vermeiden.

In Anwendungen sollte h(§) fiir &€ — 0 beschriankt bleiben. Wegen v € Ny ist A somit ein
Vielfaches von J,,, also

f(r)= h(\/Xr) = cJ,,(\/Xr).

Die oben genannte Randbedingung fiir v bedeutet f(R) = 0, dh .J,(v/AR) = 0. Man hat
also Nullstellen der Besselfunktionen J,, zu finden, die dann (da R ja fest ist) die zuléssigen
Werte fiir A bestimmen (— Heuser, Gew6hnliche Differentialgleichungen, Abschnitte 28,
32, 33) Ende des Einschubs.

5.7. Dirichletproblem auf der Kugel: Betrachte die Kugel B(0,R) C R3. Sei ¢ :
dB(0, R) — R stetig. Dann ist die Funktion u : B(0, R) — R, definiert durch

B2 |2 D~ do(y) fiir ¥ € B(0
u(7) = 4mR ffaB(ﬁ,R) II%Q—%‘II3 do(y) fiir ' € B(O’_.R) ) (PF)
o(7) fir ¥ € 0B(0, R)

harmonisch in B(0, R) und stetig in B(0, R). Dies ist die Poissonsche Darstellungsformel
fiir die nach 5.3 eindeutige Losung des Dirichletproblems

Au=0 in B<6a R), U|aB(6,R) =

Beachte, dass man die Formel (PF) aus 5.6 erhélt, wenn man fiir die Greensche Funktion
der Kugel B(0, R) den Ausdruck

aG — — T — ~
ON,

berechnet (Ubung!).

Tk

unter Beriicksichtigung von N () =
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5.8. Die Poissongleichung: Sei 2 C R? ein beschrinktes Gebiet und f € C(f). Eine
Losung der Poissongleichung

(Au)(7) = f(Z), Te, (P)

ist gegeben durch das Newton-Potential von f, dh durch

w@) = [[[r@pr@am. iea

Warnung: Es gilt w € C*(2). Im allgemeinen ist jedoch w keine C?-Funktion in €. Gilt
zusétzlich

[f(@) = f) < CllZ = gl*, T,ge,

wobei C' > 0 und « € (0, 1) Konstanten sind, so ist w € C?(£2) und eine solche Abschitzung
(mit demselben « aber anderen Konstanten C') gilt fiir alle zweiten Ableitungen von w.

Bemerkung: Will man die Poissongleichung mit Randwerten losen, also etwa
Au = fin €, uloq = ¥, (Pp)

wobei ¢ : 02 — R stetig ist, so erhalt man die Losung als u = w + 2z, wobei w das
Newton-Potential von f ist und z : 2 — R eine Lésung von

Az =01n , zloa = ¢ — (w]aq)-
Bemerkung: Ist G(Z,y) eine Greensche Funktion fiir €2, so ist auch durch

o@) = [[[cant@arm. zen

eine Losung von (P) gegeben und zwar diejenige, die auflerdem v|sg = 0 geniigt. Eine
Losung von (Pp) erhédlt man dann durch

u@ = [[[ c@ps@ar + [[ ;ﬁy@@w(mdo@), Feq

vergleiche Bemerkung in 5.6.
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6 Die Diffusionsgleichung

6.1. Motivation (Warmeleitungsgleichung): Sei 2 C R? ein Gebiet. Wir betrachten
Warmeleitung in © und eine Funktion u = u(Z,t), wobei ¢t € [0,T] und & € €, welche die
Temperaturverteilung beschreibt. Wir setzen voraus, dass das Medium in {2 homogen ist.

Fiir jedes Gebiet G C 2 ist dann
///u(f, t) dr (%)
a

proportional zur Warmeenergie in G. Energieerhaltung bedeutet also fiir ein glattes Gebiet

4 [ ssowin- [0 serwen + [ oo

(.

Wérmetransport durch 8G Warmequellen in G

wobei 5(3? t) der Vektor des Warmeflusses sei. Wenn u glatt genug ist, kann man links
Integral und - vertauschen (vgl. das Vorgehem in 4.1) und erhélt mit dem Divergenzsatz:

// o (@ 1) dr(@ ///dngtch ///f

Da G C ) sonst beliebig ist, geht dies nur, wenn gilt:

%u(m t) = —divj(Z,t) + f(Z,t) fir alle (Z,¢) € Q x (0,7T).

Fouriers Gesetz besagt nun
J(Z,t) = —cVu(Z,t) fiir ein ¢ > 0,

dh dass sich die Warme in Richtung des grofiten Temperaturgefilles ausbreitet und be-
Ug,

tragsméfig proportional zur Lange des Gradienten Vu(Z,t) = : (Z,t) ist. Zusam-
Uy,

men ergibt sich die Warmeleitungsgleichung

%u(z t) = cAu(Z,t) + f(Z,t) fur alle (Z,t) € Q x (0,7),

wobei sich A = Z?:1 86?2_ nur auf die raumlichen Variablen bezieht.

Bemerkung: Genauso ldsst sich argumentieren, wenn u(Z,t) die Dichte eines Gases
beschreibt, das in €2 der Diffusion unterliegt, oder wenn {2 C R™ mit n # 3.
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6.2. Die Grundlosung der Warmeleitungsgleichung: Wir betrachten
Owu(Z,t) = (Au)(Z,t), T e€R" t>0. (W)

Die fiir ¢ > 0 und ¥ € R™ definierte Funktion

1212

G(Z,t) == (4mt) 2 e a

heit Grundlosung der Warmeleitungsgleichung oder Warmeleitungskern auf dem R™. Es
gilt

0,G(Z,t) = AG(7,t) furallet >0, 7 € R",
dh G ist Losung von (W). Es gilt

/ G(Z,t)dr(7) =1 (I)
fir alle t > 0 und
G(Z,t) — 0 (t — 0+) fiir ¥ #0,

sowie

G(',t) — 56 (t — O‘l‘)
im Sinne von

/ ) G(Z,t)p(Z) dr(Z) — ©(0)  (t — 0+) (K)

fiir alle stetigen Funktionen ¢ : R" — R mit ¢ = 0 auflerhalb einer Kugel B (6, R). Die
Konvergenzaussage gilt dabei fiir viel mehr Funktionen, vgl. 6.3 unten.

Beweis fiir (I): Das Integral [, G(Z, ) dr (%) ist gleich

/ / . H <(47rt)_1/26_%> dx, -+ dredry = H ((47?15)_1/2 / e~ d:z:j).
—00 —00 oo I=1 J=1 )

Fiir ein einzelnes Integral fithrt die Substitution & = 2nv/t, d€ = 2v/t dn, auf

oo ‘52 1 oo 5
(47rt)1/2/ e i dé = —/ e dn=1.
—o0 ﬁ —00

Beweisskizze fiir (K): Zunéchst ist ¢ beschriankt, und es gibt K > 0 mit ||o(Z)|| < K
fur alle € R™. Sei nun € > 0 und ¢ > 0 so, dass ||p(Z) — ¢(0)]| < /2 fir ||Z]| < 6. Dann
gilt

| [ G@ne@ dr@ - o)

< [ @nle@ - o) dr@
< g / G(Z,1) dr(7) + 2K / G(Z,t) dr (7).
lIZ]<é 12| =6
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Das erste Integral rechts ist < 1 wegen (I). Im zweiten Integral substituiert man z = v/
und erhalt

G(Z,t)dr (¥ / Gy, 1) dr(y) — 0 (t = 0+).
1%]1=0 Igl1>6/vt

Insbesondere findet man ¢, > 0 so, dass fiir ¢ € (0,%,) das zweite Integral < ;= ist.

6.3. Anfangswerte fiir ¢t = 0: Ist f : R" — R stetig und beschrankt, so gibt es genau
eine beschrankte Losung des Problems

du(Z,t) = (Au)(f,t), TER™t>0
u(@0) = f(@), TeRrRm

Diese ist gegeben durch
u(z,t) = / G@—y,t)f(y)dr(y), FeR"t>0.
R”

Es gilt u € C*°(R" x (0,00)) und

u(z,t) — f(&) (t — 0+4) fiir jedes ¥ € R™.

Bemerkung: Ist g : R" x (0, 00) stetig und beschrinkt, so ist eine Losung von
Owu(Z,t) — Au(Z,t) = g(Z,t), T € R",t >0 u(Z,0)=0, £ R",

gegeben durch

t
= / / G(@—y,t—nr)g(y,r)dr(y)dr, T€R"t>D0.
O n

Dies ist (formal!) die “Variation-der-Konstanten-Formel”.

6.4. Maximumsprinzip: Sei 2 C R" beschrénkt, 7" € (0, 00) und Q7 := Q% (0,7). Dann
gilt -
0 = (2 x {0,T}) U (092 x [0,T7).

Wir definieren den parabolischen Rand

0" Qp = (Q x {0}) U (092 x [0,T7),
bei dem der “Deckel” des Zylinders fehlt.
Wir setzen voraus

u: 2 x [0,T] — R ist stetig und in Qp zweimal stetig partiell differenzierbar

nach zy,...,z,, sowie stetig partiell nach ¢ differenzierbar. (RV)
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Satz: Es gelte (RV) und dyu — Au = 0 in Q7. Dann nimmt v Maximum und Minimum auf
dem parabolischen Rand 0*Q7 an, dh es gilt

max{u(7,t) : (Z,t) € @} = max{u(Z,t): (Z,t) € 0"Qr}
min{u(Z,t) : (¥,t) € Qr} = min{u(Z,t): (Z,t) € 0" Qr}.

Allgemeiner gilt die Aussage iiber das Minimum, wenn d;u—Awu > 0 in Q7, und die Aussage
iiber das Maximum gilt, wenn dyu — Au < 0 in Q7.

Folgerung: Das Anfangs-Randwertproblem
O — Au = g in Qrp, uw(z,t) = f(@,t), (Z,t) € 0" Qr,
hat hochstens eine Losung w : € x [0, 7] — R mit der Eigenschaft (RV).
Beweis: Sind u; und us Losungen, so ist v := u; — uy Losung von
Ou — Au =0 in Qrp, ulgqp = 0.
Aus dem Maximumsprinzip folgt dann v = 0 in Q.
6.5. Separation der Variablen: Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung auf dem
Intervall [0, 1] mit homogenen Neumannrandbedingungen:
U — Uy =0, x€(0,1),t>0 uz(0,1) = u,(1,¢) =0, u(z,0) = f(x), (1)
wobei f :[0,1] — R gegeben ist. Zur Losung machen wir den Separationsansatz
u(x,t) = v(t)w(z), z €0,1],t > 0.
Dann ist u; = v'(t)w(x) und u,, = v(t)w”(x), und Einsetzen in die Gleichung fiihrt (fiir
v#0, w #0) auf
v(t)  w'(z)
o(t)  w(@)’

Da die linke Seite nicht von x und die rechte Seite nicht von ¢t abhangt, geht dies nur, wenn
es eine Konstante A € R gibt mit

xz €[0,1],t > 0.

Dies fithrt auf v(t) = eMv(0), t > 0, und auf
w”(z) — dw(z) = 0, w'(0) = w'(1) =0,
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wobei wir auch die Randbedingungen des urspriinglichen Problems berticksichtigt haben.
Wir suchen nun A, fiir die es Losungen w # 0 dieses Randwertproblems gibt.

Fiir A = 0 ist jede Losung von w” = 0 eine Gerade. Aus den Randbedingungen folgt dann
w = const.

Fiir A # 0 ist jede Losung von w” — Aw = 0 dabei eine Linearkombination
w(x) = c1e!® + coe M7,
wobei u € C\ {0} mit u? = \. Die Randbedingungen implizieren nun

cg—ca=0 und c¢e* —ce=0.

Dieses lineares Gleichungssystem hat genau dann eine nichttriviale Losung (2) #+ (8), wenn
e " = e ist. Dies ist dquivalent zu e = 1, dh zu p = kni fiir ein k € Z\ {0} (k =0
ist wegen u # 0 ausgeschlossen). Wir erhalten also A\, = —k*7? und als zugehorige reelle

Losung (bis auf eine multiplikative Konstante)

1 . .
- (ekmw + e—kma:)7 = [07 1]

wi(x) = cos(kmx) = 5

Zusammen haben wir also Losungen
up(z,t) = ey (z) = e ™ cos(kr), x € [0,1],¢ >0,

erhalten mit Anfangswerten uy(x,0) = wy(z) = cos(kmx), x € [0, 1].

Gilt nun f(z) = Y ", aycos(krz) fiir ein m € N und gewisse a; € R, so ist die Losung
von (1) gegeben durch

u(z,t) = Zakuk(x,t) = Zake_kz’r% cos(krzx), (x,t) €]0,1] x [0, 00).

k=0 k=0

m m

Entsprechendes gilt fiir m = oo, wenn die Koeffizienten (ay) so sind, dass man den Reihen
einen Sinn geben kann. Dies ist z.B. fiir ), |ax| < oo der Fall. Die Reihe fiir f konvergiert
dann absolut und gleichméBig auf [0, 1] und w ist stetig auf [0,1] x [0, 00). Gliedweises
Ableiten der Reihe fiir w ist in [0, 1] x (0, 00) moglich nach Sétzen aus HM 1.

Man findet z.B. (aj) mit > ;7 |ax] < oo und f(z) = Y, agcos(krzx), x € [0,1], wenn
f €0, 1] und £(0) = f(1), f(0) =0 = f'(1) gilt.

Bemerkung: Ein analoges Vorgehen ist moglich bei Gleichungen

ou—Au=0, £e€Q,t>0, u(z,t) =0, & € 09, u(z,0) = f(¥), 2€Q, (2)

wobei 2 C R™ beschrénkt ist. Auch hier muss man A (die Eigenwerte) und Funktionen
w: Q — R (die Figenfunktionen) suchen mit

Aw = \w in €2, wlaq = 0.
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Man braucht etwas mehr mathematische Theorie um zu zeigen, dass dies hier immer auf
eine Folge () von Eigenwerten fithrt mit A\, — —oo (ohne weitere Voraussetzungen an 2).
Ein Beispiel ist auch in dem Einschub vor 5.7 zu finden, wobei dort 2 = Bg = {(z,y) € R?:
22 + y? < R%} war und zur Losung der Eigenwertgleichung ein weiterer Separationsansatz
gemacht wurde.

Fordert man statt der homogenen Dirichletbedingung w(Z,t) = 0, ¥ € 02, homogene
Neumann-Randbedingungen

0

(@ t) =0, Tedn,
ON

so braucht man fiir eine entsprechende Aussage Regularitatsvoraussetzungen an den Rand
09.
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7 Die Wellengleichung

7.1. Die eindimensionale Wellengleichung: Wir betrachten

U (x,t) — Uge(x,t) = 0 firzeR, t€R
u(z,0) = f(x), (W1)
Ut<x70) = g(ﬁ),

wobei f,g : R — R gegeben sind. Eine Losung ist eine C?-Funktion u : R x R — R, die
(W1) geniigt. Somit muss f € C*(R) und g € C*(R) gelten.

Wir setzen also f € C%(R), g € C'(R) voraus. Zur Losung von (W1) faktorisieren wir
A
ot 0x? ot O0x/\ot Oz
und setzen v := u; + u,. Zu losen ist also zunachst
v — vy =0, v(z,0) = us(z,0) + u.(z,0) = g(x) + f'(x), v € R.
Die eindeutige Losung ist nach 4.1 gegeben durch
v(z,t) =glx+t)+ f(x+1t), (z,t)eR.
Wir 16sen nun
u +u, =v(z,t) =gz +1t)+ f'(x+1), u(z,0) = f(x), z € R.

Nach 4.1 ist die eindeutige Losung hiervon gegeben durch
¢
u(z,t) = f(x —1t) +/ glx —t+2r)+ f'(x —t + 2r) dr.
0
Wir substituieren x — t + 2r = y, also dr = %dy, und erhalten

T+t T+t
wat) = fa=0+5 [ owdyrg [ red

—_——
=f(z+t)—f(z—1)
also
1 1 [t
wat) = 3@+ 0+ f@=0)+5 [ gl dy (1)

als Darstellung fiir die eindeutige Losung von (W1) auf R x R (beachte dabei die Differen-
zierbarkeitsvoraussetzungen an f und g).

23



Bemerkung: Man erhilt die Losungsformel auch aus der Beobachtung, dass fiir C2-
Funktionen ¢ und ¢ durch

u(x,t) =z +t)+v@—1t), (xt)eR?

eine Losung von uy — u,, = 0 gegeben ist. Dann sucht man ¢ und v so, dass u Losung
von (W1) wird.

7.2. Diskussion: An der Formel (D1) kann man wesentliche Unterschiede zu Losungen
der Warmeleitungsgleichung erkennen:

e Man kann die Wellengleichung fiir t € R 16sen, die Warmeleitungsgleichung hingegen
nur fiir t > 0.

e Fiir t > 0 ist der Wert wu(z,t) einer Losung der Wellengleichung schon bestimmt
durch die Werte von f und ¢ im Intervall [x — ¢,z + t]. Umgekehrt beeinflussen die
Anfangswerte im Punkt (0,y) die Werte der Losung nur in dem Kegel |z — y| < ¢,
dh Stérungen haben eine endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit (hier = 1). Hingegen
haben Storungen im Anfangswert fiir die Warmeleitungsgleichung eine unendliche
Ausbreitungsgeschwindigkeit: ist der Anfangswert etwa > 0 nur auf einem kleinen
Intervall und = 0 auBerhalb, so ist u(z,t) > 0 fir alle (z,¢) € (0,00) x R.

e Losungen der Warmeleitungsgleichung sind C*° in (0,00) x R, selbst wenn der An-
fangswert nur (beschrinkt) und stetig ist. Hier miissen wir hingegen f € C? g € C*
voraussetzen, um u € C? zu erhalten. Fiir mehr Regularitit von u muss man mehr
Regularitit von den Anfangswerten fordern.

7.3. Satz fiir die dreidimensionale Wellengleichung: Die eindeutige Losung fiir das

Problem
U/tt(f, t) - A'Ll/(f, ) = 0 furad S Rg, t>0

t
(@,0) = g(@),

mit gegebenen f € C3(R?), g € C*(R?) lasst sich darstellen als

W / [ (o) + 500+ 950 -7~ ) dot) (3

Z,[t])

=

Beweisskizze (Methode der sphérischen Mittel): Sei u(Z,t) eine Losung von (W3). Wir

definieren fir r > 0:
M t 7 = dO
(LC, ) | 2 // y7

OB(Z,r)
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und
F(z,r):=

= / Faoi),  GEn) = oy [[ oot

OB(Z,r) 0B(Z,r)

und setzen diese Funktionen gerade auf r € R fort. Dann gilt

0? 9% 20 N
@M(x t,r) = (w + ;E>M(x,t,r). (*)

Zum Beweis von (*) setzen wir fiir v € C?(R3):

S(v,r) :_47rr2//

OB(Z,r)

Dann ist mithilfe der Substitution § = Z + r1j, do(%) = r? do(7]):

+ ],
0.5(.r) = 0] / o(@ + i) do(i)|

wobei wir beim dritten Gleichheitszeichen zuriicksubstituieren und N () = ﬁ%f = 77 fir
y € 0B(Z,r) beachten und beim letzten Gleichheitszeichen den Divergenzsatz verwenden.
Daraus folgt

2
= 1 /// (Av)(v) do(y 47rr2 // (Av)(y) do(y) = —;@S(v,r) + S(Awv,r).

B(&,r) OB(Z,r)

82 S(v,r)

Wir wenden diese Formel fiir festes ¢ auf v(¢) = w(%,t) an. Da u Losung von (W3) ist, gilt

uy(¥,t) = Au(y, t) = Av(y),

und nach den Eigenschaften von Parameterintegralen ist
atQM(fa t? 7”) = S(“tt(ﬂ: t)a 7”)-

Damit ist (*) gezeigt.
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Nach (*) ist fiir festes & also w(r,t) := M (Z,t,r) Losung von

2
Wi = Wyp + — Wy, w(r,0) = F(Z,r), w(r,0) = G(Z,r).
r

Damit ist aber v := rw Losung von
Vit = Upps v(r,0) = rEF(Z,r), v(r,0) =rG(Z,r).
Nach 7.1 haben wir also

1 1 r+t
rM(Z,t,r) = §[<r+t)F(f,r+t>+<r—t>F<f,r—t>]+§ / pG(T, p) dp,
1 1Ht+r
M(Z,t,r) = 5[(t+r)F(;at+r)—(t—r)F(f,t—r)]+§ / pG(Z, p) dp.
t—r

Bei der zweiten Gleichung wird verwendet, dass r +— F(Z,r) eine gerade Funktion ist und
p — pG(Z, p) eine ungerade Funktion ist.

Fir r — 0 erhalten wir

u(Z,t) = tG(Z,t) + %(tF(f, 1), (D3

woraus (D3) folgt. Umgekehrt definiert (D3) tatséchlich eine Losung der Wellengleichung
(man muss dazu wie beim Beweis von (*) substituieren).

Bemerkung: Der Wert von u im Punkt (#,¢) héngt hier nur von den Anfangsdaten auf
der Sphére 0B(Z,t) ab, aber nicht von Werten im Inneren der Kugel B(Z,t) (Huygenssches
Prinzip, “there’s music in R3”).

Hier braucht man sogar f € C?, g € C?, damit u € C? ist, dh die Anfangsdaten miissen
requldrer sein, als es die Losung ist.

7.4. Die zweidimensionale Wellengleichung: Man erhalt die Losung der zweidimen-
sionalen Wellengleichung, indem man x3 = 0 in (D3’) setzt. Die dreidimensionale Sphére

{(ylng, 3/3) € R?: (yl - xl)z + <y2 - l’g)z + y?Z) = t2}

wird (mit & = (z1,22), ¥ = (y1,%2)) iliber die abgeschlossene Kreisscheibe B(Z,t)
parametrisiert, dh durch

y3 = £/12 — ||7 — 7]
Dies fithrt auf

u(7,

(D2)

1 9(7) L, 001 / / f() .
l) = — dr(y) + = (— dr )
) 2m // V2= |7 — g2 ) ot \2m VE -7 — 7|2 %)
B(Zt) B(#t)
Hier hingt der Wert von w im Punkt (Z,¢) von den Anfangsdaten in der ganzen Kreisscheibe

B(Z,t) ab.
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