Institut fir Technik der
Informationsverarbeitung  [JI\%

Karlsruher Institut fir Technologie

Institutsleitung
Prof. Dr.-Ing. J. Becker

. . Prof. Dr.-Ing. E. Sa
Vorlesung Informationstechnik (IT) Prof. Dr.rer. nat, W. Stork

Sommersemester 2018

Institut fir Technik der Informationsverarbeitung (ITIV)

e,

8) Algor |thmen

KIT — Universitat des Landes Baden-Wirttemberg und
nationales Forschungszentrum in der Helmholtz-Gemeinschaft



2

IT Inhalt

8. Algorithmen -

= Grundlagen
= Laufzeiten
9. Sortieralgorithmen
= Bubble Sort
= Insertion Sort
= Merge Sort
= Quick Sort

Informationstechnik
Kapitel 8: Algorithmen

SKIT

Karlsruher Institut fir Technologie

Institut fir Technik der Informationsverarbeitung (ITIV)
Prof. Dr.-Ing. Eric Sax, © 2018



Definition: Algorithmus ﬂ(".

Karlsruher Institut fir Technologie

® Wer war Musa al-Chwarizimi? (e, s3)) (suse O 2ane iza o)
® Auf ihn geht der Begriff Algorithmus zurtick.
B Er fUhrte Ziffer "null" aus dem indischen in das arabische Zahlensystem ein.

® Algorithmen sind ...

® ... genau definierte Handlungsvorschriften zur Losung eines Problems oder
einer bestimmten Art von Problemen in endlich vielen Schritten

® Beispiele:
® Kochrezept
® Gebrauchsanleitungen

® Hilfen zum Ausfullen von
Formularen

® Waschmaschinenprogramme

Denkmal des
Abu Dscha'far Muhammad
iIbn Musa al-Chwarizmi
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Definition: Algorithmus

® Algorithmus im engeren Sinne der Informatik

XIT

ruher Institut fir Technologie

® Gegenstand einiger Spezialgebiete der Theoretischen Informatik
(Algorithmentheorie, Komplexitatstheorie, Berechenbarkeitstheorie)

® Als Computerprogramme und elektronische Schaltkreise steuern sie in
Form von konkreten Funktionen Computer und andere Maschinen.

Eingabe

Informationstechnik
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Algorithmus

Ausgabe
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Formale Definition .&‘(IT

Institut fiir Technologi

® Eine Berechnungsvorschrift zur Losung eines Problems heil3t genau
dann Algorithmus, wenn folgende Eigenschaften gelten:

® Finitheit: das Verfahren muss in einem endlichen Text eindeutig
beschreibbar sein

® Ausfuhrbarkeit: jeder Schritt des Verfahrens muss tatsachlich ausfihrbar
sein

® Dynamische Finitheit: das Verfahren darf zu jedem Zeitpunkt nur endlich
viel Speicherplatz bendtigen (Platzkomplexitat)

® Terminierung: das Verfahren darf nur endlich viele Schritte ben6tigen
(Zeitkomplexitat)
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Praktische Eigenschaften .&‘(IT

Institut fiir Technologi

® Der Begriff Algorithmus ist in praktischen Bereichen oft auf die
folgenden Eigenschaften eingeschrankt:

B Determiniertheit: der Algorithmus muss bei den selben Voraussetzungen
das gleiche Ergebnis liefern

® Determinismus: die nachste anzuwendende Regel im Verfahren ist zu
jedem Zeitpunkt eindeutig definiert

6 Informationstechnik Institut fiir Technik der Informationsverarbeitung (ITIV)
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Beschreibung von Algorithmen ﬂ(“'

Karlsruher Institut fir Technologie

Problem- .. . Beschrei- ) .
> stellung >> LOsung >>Algor|thmus>> bung >> Dlsku33|on>

® LOsung eines Problems:

® Finden einer algorithmischen Beschreibung des Losungswegs
® Beschreibung mittels:

® der nattrlichen Sprache

Nassi-Shneiderman-Diagramm S‘(“'

® Ein Nassi-Shneiderman-Diagrammist ein Diagrammtyp zur Darstellung

. aIS Com puterprog ramm ;(:ggf?;orgrrna'g:\:;!wuden im Rahmen der strukturierten
8 Struktogramme

. aIS Hardwareentwurf © 1972/73vo?\ Isaac Nassi und Ben Shneiderman entwickelt
. m|t Pseudo COde ® Genormtin der DIN 66261
W grafisch, z.B: Nassi Shneiderman

Diagrammen o

Akion 3 As+ Asr e
A=B Axtion 78 | Aktion 89 | Aktan|

T rmpm—— T e e —
T Sl Doy, Bt € 20
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Klassifikation von Algorithmen ﬂ(“'

Karlsruher Institut fir Technologie

® Einteilung der Algorithmen in Klassen
® Beschreibung der Algorithmen durch inre Klassenmerkmale
B Klassifikationsmerkmale von Algorithmen:

Problem-
stellung

Komplexitat

Institut fir Technik der Informationsverarbeitung (ITIV)
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Klassen nach Komplexitat .ﬂ(“.

Karlsruher Institut fir Technologie

Platzkomplexitat Zeitkomplexitat

* Linear platzbeschrankt * Linear zeitbeschrankt

 Logarithmisch  Logarithmisch zeitbeschrankt
platzbeschrankt « Polynomial zeitbeschrankt

* Polynomial platzbeschrankt - Exponentiell zeitbeschrankt

« Exponentiell platzbeschrankt

‘ = ; Problem- A ;
Anwen- / _ )
galiee “ " Komplexiat

Institut fir Technik der Informationsverarbeitung (ITIV)
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Klassen nach Problemstellung ﬂ(“'

Karlsruher Institut fir Technologie

-

Entscheidungsalgorithmus

Optimierungsalgorithmus

" Problem-
stellung
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Klassen nach Anwendung .ﬂ(“'

Karlsruher Institut fir Technologie

® Suchalgorithmen
W fUr Listen, Arrays: Lineare Suche, Binare Suche, Interpolationssuche
® fur Graphen, Baume: Breitensuche, Tiefensuche
® Sortieralgorithmen
® Bubblesort, Heapsort, Insertionsort, Mergesort, Quicksort
® Graphentheorie
® Kirzester Pfad, Breitensuche, Tiefensuche, Handlungsreisender
B Kryptographie: Verschlisselungsalgorithmen
® Detektion: Bilderkennung

. e : Anwen-
dung

Komplexitat ‘

Informationstechnik Institut fr Technik der Informationsverarbeitung (ITIV)
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Weitere Merkmale von Algorithmen ﬂ(“'

Karlsruher Institut fir Technologie

Rekursive Algorithmen

« Ein Algorithmus ist rekursiv,
wenn dieser sich in seiner
Realisierung nur selbst aufruft,
jedoch keine Schleifen

Iterative Algorithmen

* Ein Algorithmus ist iterativ,
wenn in seiner Realisierung
keine Rekursionen

vorkommen.
vorkommen.
B e | S p | e I Freie Universitat %ﬁiﬁ?@ Berlin

Die Funktion sum berechnet fiir ein gegebenes n>0 die Summe aller
Zahlen von 1 bis n

Iterativ Rekursiv direkt
def sum(n): def sum_rec(n): Formel von Gaul
sum = 0 if n==0: def sum(n):
foriin range(n+1): return 0 return n¥*(n+1)//2
sum +=i else: [

return sum return n+sum_rec(n-1)

12 Informationstechnik Institut fr Technik der Informationsverarbeitung (ITIV)
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Weitere Merkmale von Algorithmen ﬂ(“'

Karlsruher Institut fir Technologie

Iterative Algorithmen Rekursive Algorithmen

 Ein Algorithmus ist iterativ, * Ein Algorithmus ist rekursiv, wenn
wenn in seiner Realisierung dieser sich in seiner Realisierung
keine Rekursionen nur selbst aufruft, jedoch keine
vorkommen. Schleifen vorkommen.

Halbiterative/ Halbrekursive Parallele Algorithmen

Algorithmen  Ein Algorithmus heif3t parallel,

« Ein Algorithmus ist halbiterativ/ wenn eine Laufzeitoptimierung
halbrekursiv, wenn er weder moglich ist, indem er auf einem
iterativ noch rekursiv ist, jedoch Mehrprozessorsystem
hauptséachlich solche iterative/ implementiert wird.

rekursive Merkmale besitzt.

13 Informationstechnik Institut fiir Technik der Informationsverarbeitung (ITIV)
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Verschiedene Merkmale von Algorithmen (1)

stabil

in place (einge- Heuristisch

(ortsfest/ il Schwungen) (intuitiv,
Uberschrei- prag-
bend) ER)

divide and
conquer

Inkrementell

(hinzufa-
gend/Teil-
ergebnisse)

14 Informationstechnik
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probabilistisch

(stochastisch,
zuféallig)

abbrechbar
(zu belie-
bigem
Zeitpunkt)
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Verschiedene Merkmale von Algorithmen (2a) _}\_‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie
: 2] ; "W .

® Inkrementell: bedeutet im allgemeinen, dass der Algorithmus zunachst ein Teilergebnis bringt und dann
wahrend er lauft weitere Ergebnisse hinzufligt (inkrementell=hinzufligend).

B Inkrementell kann auch bedeuten, dass ein Algorithmus neue Daten hinzufigend verarbeiten und das Ergebnis
aktualisieren kann, ohne alles komplett neu zu berechnen.

® divide and conquer: Grundprinzip ,teile und herrsche”

B  ein Problem wird solange in kleinere Teilprobleme zerlegt, bis man diese I6sen (beherrschen) kann. Dabei wird
ausgenutzt, dass bei vielen Problemen der Losungsaufwand sinkt, wenn man das Problem in kleinere Teilprobleme
zerlegt. Ansschliessend wird aus den Teillosungen die Gesamtlésung (re)konstruiert.

® in place: Ein Algorithmus arbeitet in-place, wenn er aul3er dem fiir die Speicherung der zu bearbeitenden
Daten bendtigten Speicher nur eine konstante, also von der zu bearbeitenden Datenmenge unabhangige,
Menge von Speicher bendtigt.

B Der Algorithmus tberschreibt die Eingabedaten mit den Ausgabedaten. Hierbei ist auch von Ortsfestigkeit die Rede. Das

Gegenteil ist out-of-place.
® stabil: Ein Algorithmus sortiert stabil, wenn bei Gleichheit der Schlissel zweier Elemente, die Reihenfolge
der Elemente nicht verandert wird.

B Ein (numerischer) Algorithmus heif3t stabil wenn er fir alle erlaubten und in der Grél3enordnung der Rechengenauigkeit
gestorten Eingabedaten akzeptable Resultate produziert.

® heuristisch: heuristische Algorithmen versuchen mit geringem Rechenaufwand und kurzer Laufzeit zulassige
Ldsungen fur ein bestimmtes Problem zu erhalten.
®  Klassische Algorithmen versuchen, einerseits die optimale Rechenzeit und andererseits die optimale Losung zu

garantieren. Heuristische Verfahren verwerfen einen oder beide dieser Anspriiche, um bei komplexen Aufgaben einen
Kompromiss zwischen dem Rechenaufwand und der Giite der gefundenen Lsung einzugehen.

®  Dazu wird versucht, mithilfe von Schatzungen, ,Faustregeln®, intuitiv-intelligentem Raten oder unter zusatzlichen
Hilfsannahmen eine gute L6sung zu erzeugen, ohne optimale Eigenschaften zu garantieren. Heuristische Verfahren
werden eingesetzt, wenn der erforderliche Rechenaufwand im Entscheidungsfindungsprozess zu umfangreich ist oder
dieser den Rahmen des Mdglichen sprengt. Dabei wird die Anzahl der in Betracht zu ziehenden Mdglichkeiten reduziert,
indem man aussichtslos erscheinende Varianten von vornherein ausschlief3t.

B Die Alternative zu heuristischen Verfahren ist die Brute-Force-Methode, bei der alle in Frage kommenden Mdglichkeiten
ausnahmslos durchgerechnet werden. Die bekannteste und einfachste Heuristik ist die Lésung eines Problems mittels
,versuch und Irrtum® (Englisch: by trial and error).

15 Informationstechnik Institut fiir Technik der Informationsverarbeitung (ITIV)
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Verschiedene Merkmale von Algorithmen (2b) _&‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie
: 2] E "W .

B probabilistisch: Ein probabilistischer Algorithmus (auch stochastischer oder
randomisierter Algorithmus) verwendet - im Gegensatz zu einem deterministischen
Algorithmus - Zufallsbits um seinen Ablauf zu steuern.

® Es wird nicht verlangt, dass ein randomisierter Algorithmus immer effizient eine richtige
Ldsung findet. Randomisierte Algorithmen sind in vielen Fallen einfacher zu verstehen,
einfacher zu implementieren und effizienter als deterministische Algorithmen fir dasselbe
Problem. Wir unterscheiden drei verschiedene Arten von probabilistischen Algorithmen.

® Algorithmus 1. Art (Macao Algorithmus):
B mindestens bei einem Schritt der Prozedur werden einige Zahlen zuféllig ausgewahlt (nicht
definit). Sonst deterministisch. Diese Algorithmen liefern immer eine korrekte Antwort.
Benutzt werden sie, wenn irgendein bekannter Algorithmus zur Losung eines bestimmten
Problems im mittleren Fall viel schneller als im schlechtesten Fall lauft.

® Algorithmus 2. Art (Monte-Carlo Algorithmus):

® gleich wie Algorithmus 1. Art (nicht definit). Zuséatzlich: Ausgabe ist korrekt mit einer
Wahrscheinlichkeit von 1 — 9, wobei ¢ sehr klein ist (nicht endlich). Diese Algorithmen
liefern immer eine Antwort, wobei die Antwort nicht unbedingt richtig ist. ¢ — 0 falls t — .
Das Problem bei solchen Algorithmen liegt darin, zu entscheiden, ob die Antwort korrekt
ist.

® Algorithmus 3. Art (Las-Vegas Algorithmus):

® gleich wie Macao-Algorithmus (nicht definit). Eine Folge von zufalligen Wahlen kann
unendlich sein (mit einer Wahrscheinlichkeit ¢ — 0) (nicht endlich). Diese Algorithmen
liefern nie eine unkorrekte Antwort, jedoch besteht die Méglichkeit dass keine Antwort
gefunden wird.

B abbrechbar: Algorithmus der so entworfen ist, dass er zu jedem beliebigen
Zeitpunkt abbrechbar ist und das bis dahin erreichte Ergebnis ein gultiges (meist
nicht optimales) Ergebnis ist, das sofort ausgeben werden kann.

Institut fir Technik der Informationsverarbeitung (ITIV)
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Algorithmenanalyse z.B. Laufzeit ,;\__‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

® Die Erforschung und Analyse von Algorithmen ist eine Hauptaufgabe
der Informatik

® Dies wird meist theoretisch (ohne konkrete Umsetzung in eine
Programmiersprache) durchgefihrt

® Algorithmen werden zur Analyse in eine stark formalisierte Form
gebracht und mit den Mitteln der formalen Semantik untersucht.
® Schrittweises Vorgehen
® Charakterisierung der Eingabedaten
® Bestimmung der abstrakten Operationen

® [terative Verbesserung:
analysigfen atzen

rfei

® Problem fir Laufzeitanalyse:

® Abschatzung unter Verzicht auf Einzelheiten.
® 90/10-Regel: 90% der Laufzeit bewirkt durch nur 10% des Programm-Codes
® 1:50 Regel: 1% des Programm-Codes bewirkt 50% der Laufzeit

Informationstechnik Institut fr Technik der Informationsverarbeitung (ITIV)
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Teilgebiete der Algorithmenanalyse ;\_‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

B Komplexitatstheorie:

® Verhalten von Algorithmen bezilglich Ressourcenbedarf wie Rechenzeit
und Speicherbedarf

® Ressourcenbedarf wird dabei in Abhangigkeit von der Lange der Eingabe
ermittelt, z.B.:

® Anzahl Elemente eines Feldes, einer Matrix

B Lange einer Zeichenkette

® Grad eines Polynoms

® Anzahl der Knoten in einer dynamischen Datenstruktur (Liste, Baum)

® - Die meisten Algorithmen besitzen einen Hauptparameter n, der die
Anzahl der zu verarbeitenden Datenelemente angibt.

B Ziel: Bestimmung der Laufzeit unabhangig von
® Hardware

Betriebssystem

Programmiersprache

Verwendete Bibliotheken

Compiler-Optimierungen

18 Informationstechnik Institut fiir Technik der Informationsverarbeitung (ITIV)
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Relativer Zeitaufwand flr Integer Operationen ﬂ(IT
Feinanalyse

: .Elementare Aktionen und Operateonen mit mteger—Datenobjekten
_gund ihr relatuver Zeztaufwand bezcgen auf dle Zuweusung |

Elementare Aktion/Operation R_elativer Zeitanwand
Zuweisung (= Basis) i | | | = 1.0

~ Addition oder Subtraktlon | o +/-1.4

] Multlpllkatton | | o 2.3.
Division ey Sl
Verglveich‘(inkl. Sprung bei /foder while) T 1.5
In.dizierung einef Matfix 7 | [] 4.2.

Werte wurden ermittelt mit einem PASCAL-Programm,
Borland PASCAL-Compiler Version 7.0,

auf PC unter Betriebssystem Microsoft XP

mit Prozessor Intel Pentium 4 mit 2GHz Taktfrequenz

19 Informationstechnik Institut fiir Technik der Informationsverarbeitung (ITIV)
Kapitel 8: Algorithmen Prof. Dr.-Ing. Eric Sax, © 2018



20

Relative Laufzeitberechnung fur Matrix[j,k] = 0

Algorithmus A1

G|
‘ whi“le i £ nl do
o= 1
while j € n2 do
matrixfi.vjl

3= g rl

end -- while
i =1 + 1
end -- while
~ Summen
Feinanalyse

Informationstechnik
Kapitel 8: Algorithmen

1= 0.0

Anzahl

nl +1

ni

n1-(n2+1)

'nl - n2

nl - n2

Bk

Gewicht

1.0 s
1.5
1.0
1.5
4.2
2.4

2.4

SKIT
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Relative Laufzeitberechnung fur Matrix[j,k] =0 _ﬂ(“'

Karlsruher Institut fir Technologie

Algorithmus A1 Anzahl Gewicht Gesamt = Anzahl . Gewicht

nl-n2 nl1 n2 konst.

i =1 1 1.0 1.0
while i < nl do nl+1 1.5 1.5 12
Jivsm ] ni 1.0 1.0 = 1.0
while j < n2 do ni-(n2 +1) 1.5 1.5 1.5 +/-1.4
matrix(i, j) := 00 ni1-n2 4.2 4.2 "4 i3
3 g= ¥ % ] n1 - n2 2.4 2.4 [ 80
end -- while <>15
i =+ 1 n1 2.4 2.4 [] 42
end -- while R
Summen 8.1 64 00 25
Feinanalyse

Relative Laufzeit Algorithmus 1: t,, (N, N2) =8,1-Nn1-n2+6,4-NnN1+0-n2+ 2,5

21 Informationstechnik Institut fr Technik der Informationsverarbeitung (ITIV)
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Relative Laufzeitberechnung fur Matrix[j,k] =0 ﬂ(“'

Algorithmus A2

noe = nl * ne
while 1 < noe do
matrix(1, ¢l

if ¢ = ne then

e i
{ g { o ]
end while

Summen

Feinanalyse
Relative Laufzeit Algorithmus 2:

22 Informationstechnik
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Anzahl Gewicht Gesamt = Anzahl . Gewicht

nl  n2 nl n2 konst.

1 1.0 1.0

1 1.0 1.0

1 1.0 1.0

1 3.3 33

nl o n2+ 1 1.5 1.5 1.5 = 1.0
= 00 '‘n1:n2 4,2 4.2 +/-1.4

nl - n2 1.5 19 * 93

nl 2.4 2.4

ni 1,0 1.0 /80

<>15
nl -+ n2-ni 2.4 24 ~2.4 [ ] 4.2
nl - n2 2.4 2.4

12.0 1.0 00 7.8

t,,(N,n2)=12,0-n1-n2+1,0-n1+0-n2+7,8

Institut fir Technik der Informationsverarbeitung (ITIV)
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Vergleich Algorithmus 1 und 2

SKIT

Karlsruher Institut fir Technologie

B Laufvariable = Indexvariable == m |aufvariable # Indexvariable
B Geschachtelte While-Schleife== m 1 While-Schleife und

Algorithmus A1

-_— o= ]
:?"while i € nl do
-_— ) -1
= while j < n2 do
lnntr‘ix[i,‘\iﬁl 1= 0.0

— -+

end -- whi'ld
- i =1+
end -- while
~ Summen

Informationstechnik
Kapitel 8: Algorithmen

1 if/else-Abfrage

noe := nl * n?

i While | < noe do

matrix(1, ¢ := 0,0
Wy if ¢ = n?2 then
_— -]+
 c ;- |
—— clse
_— c ;- C t 1
end -- if
“l o= i + ]
end -- while
Summen

ut fur Technik der Informationsverarbeitung (ITIV)
Prof. Dr.-Ing. Eric Sax, © 2018
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Vergleich der relativen Laufzeiten ,;\__‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

® Algorithmus1l t,,=81-n1-n2+6,4-n1+2,5
® Algorithmus 2 t,,=12,0-n1-n2+1,0-n1+7,8

® Zum einfacheren Vergleich des Laufzeitverhaltens

® Einfihrung neue ProblemgroRe: = n=+nl-n2
W grobe Mal3zahl fur die Anzahl der Durchlaufe

® ... und fur groBes n: t,, =81-n° t,, =12,0-n?

® Analyseergebnis:
W Algorithmus 1 und 2 zeigen ein quadratisches Wachstum mit n.

W Algorithmus 2 braucht zum Losen der Aufgabe fir gro3e n (> 2) etwa 50%
mehr Rechenzeit

® Uberprifung mit Zeitmessung auf genanntem Rechner
® firnl=n2=n=100 und 10.000 Wiederholungen
B - Laufzeit 1,37 Sekunden bzw. 2,09 Sekunden

Informationstechnik Institut fr Technik der Informationsverarbeitung (ITIV)
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Laufzeitkomplexitat = Grobanalyse _}\_‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

® Feinanalyse (s. zuvor) wird I.A. nur bei sicherheitsrelevanten Systemen
mit harten Realzeitanforderungen durchgefuhrt

® In den meisten praktischen Anwendungen nur Grobanalyse

B |dentifiziere und analysiere die Teile des Algorithmus, die das
Laufzeitverhalten signifikant beeinflussen

® Suche innerste (am haufigsten zu durchlaufende) Schleife

B Analysiere prinzipielles Laufzeitverhalten in Abhéangigkeit der
Problemgrofie n
® Analysiere Abhangigkeit von Inhalt und Auspragung der verarbeitenden
Datenobjekte:
B Gunstigster Fall (best case) 2> minimale Zahl an Arbeitsschritten
® Ungunstigster Fall (worst case) > maximale Zahl an Arbeitsschritten
® Durchschnittlicher Fall (average case)

W typische, lber viele Anwendungen hinweg betrachtete und gemittelte Zahl
an Arbeitsschritten

W haufig nur auf Basis von Annahmen und mit Hilfe
Wahrscheinlichkeitsrechnung

25 Informationstechnik Institut fiir Technik der Informationsverarbeitung (ITIV)
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Effizienz versus Effektivitat ,;\__‘(IT

® Effektivitat: Wirksamkeit des Algorithmus zur moglichst guten Losung
der Aufgabenstellung unabhangig vom Aufwand

B Effizienz: Wirtschaftlichkeit des Algorithmus.
Verhaltnis von Aufwand zum Grad der Zielerreichung
- Effizienz setzt Effektivitat voraus

Informationstechnik Institut fr Technik der Informationsverarbeitung (ITIV)
Kapitel 8: Algorithmen Prof. Dr.-Ing. Eric Sax, © 2018



O-Notation .&‘(IT

Institut fir Technologie

® Ursprung

Die O-Notation (gesprochen: ,grof3 oh®, als Symbol fur ,,Ordnung von®)
wird grundsatzlich auf die Veroéffentlichung Analytische Zahlentheorie aus
dem Jahr 1892 von Peter Bachmann (1837 - 1920) zuruckgefthrt.

Einige Zeit spater hat der Zahlentheoretiker Edmund Landau (1877 -1938)
davon Gebrauch gemacht und neben ,0’ auch ,0’ betrachtet.

Aufgrund dessen werden Notationen auch als Gebrauch Landau’scher
Symbole bezeichnet.

Remark: Auf Landau geht auch das Symbol fur die Menge der ganzen
Zahlen zurlck.

B Zweck

Die O-Notation wird genutzt, um Abschatzungen tber Aufwande von
Algorithmen vorzunehmen.

Hierbei sticht zunachst das Bedurfnis hervor obere Schranken zu
erkennen, da Probleme vorwiegend durch die hohen Aufwande fir
Speicher und Laufzeit entstehen.

Daneben gibt es jedoch auch Mal3e zur Ermittlung unterer Schranken und
arithmetischer Mittel. Untere Schranken kénnen von Bedeutung sein, um
zu zeigen, dass es keinen Algorithmus gibt, der schneller lauft als g(n).
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Laufzeitkomplexitatsklassen

Asymptotische

Laufzeit-

komplexitat

O(1)

Ol/og n)

O(n)

(O(n /og n)

O(n?)

O(n®)

O(k™)
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Bezeichnung

konstant

logarithmisch

linear

quadratisch
kubisch

exponentiell

Erlauterung am Beispiel der Verdoppelung
der ProblemgroBe und typische Algorithmen

- mit dieser Ordnung

Laufzeit ist unabhangig von der ProblemgrdBe,
optimaler Fall, der praktisch nicht auftritt

Verdoppelung der ProblemgrdBe bewirkt Anstieg der
Laufzeit um /og 2, also um eine Konstante {(um 1 fiir
logarithmus dualis), sehr glinstig und daher erstrebens-
wert, z.B. bindre Suche

Verdoppelung der ProblemgroBe bewirkt Verdoppelung
der Laufzeit, immer noch zufrieden stellend,
2.B. sequenzielle Suche

Fast so gut wie linear, weil /og n im Verhaltnis zu n
klein ist, z.B. gute Sortierverfahren wie Quicksort

Verdoppelung der ProblemgroBe bewirkt Vervierfachung
der Laufzeit, unginstig, z.B. schlechte Sortierverfahren
wie Bubblesort

Verdoppelung der ProblemgroBe bewirkt Veracht-
fachung der Laufzeit, sehr unbefriedigend, z.B. einfache
Matrizenmultiplikation

Verdoppelung der ProblemgroBe bedeutet Quadrierung
(weil k2" = (k")?) der Laufzeit, katastrophal, z.B. Back-
tracking- oder Exhaustionsalgorithmer
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Beispiel: Komplexitatsverhalten (kleine n) ﬂ(“'

Karlsruher Institut fir Technologie
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Zwischenubung: Typische Wachstumsgesetze ﬂ("‘

® Annahme: Verwendet wird ein Rechner mit 10° Instruktionen pro
Sekunde (1.000 MIPS) und ein Algorithmus mit 1.000 Instruktionen.

® Wieviele Algorithmen mit Wachstum g(n) (s. Zeilen) kbnnen in der Zeit t
(s. Spalten) umgesetzt werden?

1 1 1 1 1 1 1
g(n) Sekunde Minute Stunde Tag Monat Jahr

Jahrhundert
log, n
Jn
n
nlog,n
N 2
n S

2n
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Zwischenltbung: Typische Wachstumsgesetze Lsg.

SKIT

Karlsruher Institut fiir Technologie

® Annahme: Verwendet wird ein Rechner mit 10° Instruktionen pro
Sekunde (1.000 MIPS) und ein Algorithmus mit 1.000 Instruktionen.

® Wieviele Algorithmen mit Wachstum g(n) (s. Zeilen) kbnnen in der Zeit t
(s. Spalten) umgesetzt werden?

1 1 1 1 1 1 1
g(n) Sekunde Minute Stunde Tag Monat Jahr Jahrhundert
log, n 21 ~00
Jn 1E12 9,9E30
N 1E6 31,5E12 3,15E15
nlog,n 62746 2,8E6 1,3E8 2,8E9 7,5E10 8,0E11 6,9E13
N2 1000 5,6E7
n3 100 391 1532 4420 13924 31581 146589
2" 19 = 220 =1.048.576 41 44 51
Nn! 9 15 16 17
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Notationen zu Definition der Ordnung bzw. von
Schranken fur das Wachstum von Funktionen

Notation
O-Notation

Q-Notation

©-Notation

Definition
fin) = O(g(n)) bedeutet

lim—— fln) <c
e g(n)

fln) = Q(g(n)) bedeutet

Iy <°

fin) = @(g(n)) bedeutet
f(n)

=lim~——==c¢
L nem g(n) -

cag(n)

f(n)

c1g(n)

no

32 Informationstechnik
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f(n) = ©(g(n))

n

Interpretation

fist hichstensvon der Ordnung g
g definiert obere Schranke fiir f

fist mindestensvon der Ordnung g
g definiert untere Schranke fiir f

fist genauvon der Ordnung g
g definiert eine Bandbreite fiir f
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O-Notation: asymptotische Laufzeitkomplexitat _g‘(“'

® Obere asymptotische Schranke

® Bei einer gegebenen Funktion g(n) bezeichnen wir mit O(g(n))
(ausgesprochen ,grofy O von g von n*) die Menge der Funktionen

O(g(n)) = {f(n), so dass fur positive Konstanten c und n, gilt
0 <f(n) <cg(n) fur alle n>n,}

«(n) | gesucht :
/ * moglichst “kleine” und

s “einfache” Funktionen g(n)

| / « mit moglichst geringen
p 5 konstanten Faktoren c

« als asymptotische
obere Schranke fur f(n)

n

()

f(n) = O(g(n))
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Beispiel asymptotische Laufzeitkomplexitat _}\_‘(IT

® Ermittlung der asymptotischen Laufzeitkomplexitat
des Algorithmus Al

th(NL,N2)=81-Nn1-n2+6,4-n1+ 2,5

® 0.B.d.A. mit Problemgrof3e nl=n2=n
t,(N)=81-Nn"+6,4-n+25=n°-(8,1+6,4/n+2,5/n?)

O(g(n)) = {f(n), so dass fur positive Konstanten c und n, gilt
0 <f(n) < cg(n) fur alle n > ny }

® Daraus ist ersichtlich, dass der Wert der Konstanten ¢ gemalf
Definition der O-Notation auf jeden Fall grof3er als 8,1 sein muss.

rmationstechni Institut fr Technik der Informationsverarbeitung (ITIV)
Kapitel 8: Algorithmen Prof. Dr.-Ing. Eric Sax, © 2018



Beispiel asymptotische Laufzeitkomplexitat _g‘(“'

f(nN)=n”-(81+6,4/n+2,5/n%)
g(n) =n"

® FUr diese Funktion f(n) gilt also schon fir
n, =4, dass f (n)<c-g(n) mit c =10
und g(n)=n’ist.

F-9

relative i
Laufzeit

200 ¢

150 ¢t

100 |

50 t

p N
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