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Aufgabe 1
a) Setzt man in

Ly Hs) = s L{y}(s) —y(0)  und  Z{y"}(s) = 2L{y}(s) — sy(0) — ¢/ (0)

die Anfangswerte y(0) = 0, ¢/(0) = 2 ein, so erhilt man fiir die Losung y: [0,00) — R

L{y'Hs) = s L{y}(s)  wnd  L{Y"}(s) = S L{y}(s) — 2.

Wendet man die Laplacetransformation auf die gegebene Differentialgleichung an, so ergibt
sich fiir s € C mit hinreichend grolem Re(s)

1
s+ 2

= L{e7}(s) = L{y" + 5y + 6y} (s) = 5> L{y}(s) — 2+ 55 L{y}(s) + 6 L{y}(s)
= (s> + 55+ 6).L{y}(s) — 2

bzw. &dquivalent hierzu

1 1 1 25+5 25+5
f{y}(s)—52+58+6<5+2+2> (s +2)(s+3) s+2  (s+2)2(s+3)°

Da —2 eine doppelte und —3 eine einfache Nullstelle des Nennerpolynoms ist, lautet der
Ansatz einer Partialbruchzerlegung

2s+5 A B C

(s +2)2(s + 3) s+2+(s+2)2+s+3

fiir gewisse A, B,C' € R. Hieraus folgt A =B =1, C = —1, so dass

1 1 1
— oo (72 £ te7 — 730 (1)

W) = S T G T )

gilt. Also 16st die durch
y(t) = (L+ )™ — e

definierte Funktion y: [0,00) — R das gegebene Anfangswertproblem.

b) Die Ubertragungsfunktion des gegebenen Systems lautet

2545
Gls) = s24+55+6"
i) Wegen
G(S):(s+2)+(s+3): 1 N 1 o (e 4 e M)o(t)

(s+2)(s+3) s+2 s+3
ist g(t) = (e72 4+ e~ 3o (t) die zugehorige Impulsantwort.



ii) Fiir die Sprungantwort gilt

h(t) o—s G(s) - % _ s(sfs&fm — H(s).

Da H die einfachen Polstellen 0, —2, —3 besitzt, lautet der Ansatz einer Partialbruchzer-

legung
A B C
H(s)=—
() s +8+2+8+3
t —3t

fiir gewisse A, B, C € R. Man erkennt, dass h(t) eine Linearkombination von 1,e~2 e
ist. Folglich existiert der Grenzwert lim;_,o, A(t) und der Endwertsatz liefert
25+5 )

A () = lims - H(s) = m emmoremsy = 6

c) Die Funktion f ist stiickweise glatt. Nach einem Resultat der Vorlesung ergibt sich fiir die
distributionelle Ableitung

D(Ty) = Ty + (f(m/24) = f(1/2-))0r 2 + (f(m+) = f(7=))0r = Tp + 85 /2 — Or,

wobei
0 fir t < m/2

h: R — R, h(t) = cos(t) fiirt e [n/2,m)
—sin(t) firt>n

gesetzt ist.

Aufgabe 2

a) Der Integrand F(z) := % = ﬁil) ist auf C\ {0, —1} holomorph. Da die Singularitdten

0 und —1 innerhalb des Integrationsweges |z| = 2 liegen, liefert der Residuensatz

—1
/ ﬁ dz = 2mi(res(F; 0) + res(F; —1)).
|z|=2

Da 0 eine doppelte Nullstelle des Nennerpolynoms von F' ist und der Zahler von F' in 0 nicht
verschwindet, hat F' in 0 eine Polstelle zweiter Ordnung. Deshalb gilt

d d z—1 2
F; 0) = 7( 2p ) -4 - _ 9
res(F; 0) dz \” () =0 dz z+1lz=0 (2+41)%2l:=0
Da —1 eine einfache Polstelle von F' ist, gilt
(F: 1) = ((z + DF(2) S >
res(F; —1) = ((z z = — = -2
’ z=—1 2’2 z=—1

Zusammen erhalt man

/|Z:2 F(z)dz = 0.

b) Der Integrand F(z) := m ist auf C \ {—2, 1} holomorph. Nur die Singularitét 1 liegt
innerhalb des Integrationsweges |z —i| = 2. Da 1 eine einfache Nullstelle des Nennerpolynoms

von F' ist und der Zahler von F' in 1 nicht verschwindet, besitzt F' in 1 eine Polstelle erster
Ordnung. Deshalb ist

res(F; 1) = (z — 1)F(2) T 2323

und nach dem Residuensatz gilt

2emi

/ F(z)dz =2mires(F; 1) =
|z—i|=2



Der Integrand F(z) := z%e!/# ist auf C \ {0} holomorph und besitzt in 0 eine wesentliche
Singularitidt. Aus der Reihenentwicklung

o0 o0

l/z 1 1 11 11
2.1/ _ 2 .o+
ze —ZZ 1l k= =224+ 24z +3' +4!z2+
k=0 k=0
lisst sich res(F; 0) = ; = & ablesen. Da 0 innerhalb des Integrationsweges |z| = 3 ist, erhélt

man nach dem Residuensatz

T

/ F(z)dz = 2mi res(F; 0) = —
|z|=3



