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Lösungsvorschläge

Aufgabe 1

a) i) Der Integrand f(z) := ez

z3+2z2 = ez

z2(z+2)
ist auf C \ {0,−2} holomorph. Da nur die Singu-

larität 0 innerhalb des Integrationsweges γ liegt, gilt nach dem Residuensatz

	
∫

γ
f(z) dz = 2πi Res(f, 0) .

Da 0 eine zweifache Nullstelle des Nennerpolynoms von f ist und der Zähler von f in 0
nicht verschwindet, besitzt f in 0 eine Polstelle zweiter Ordnung. Deshalb ergibt sich für das
Residuum von f in 0

Res(f, 0) =
d

dz

(
z2f(z)

)∣∣∣
z=0

=
d

dz

ez

z + 2

∣∣∣
z=0

=
ez(z + 1)
(z + 2)2

∣∣∣
z=0

=
1
4

und somit
	
∫

γ
f(z) dz = 2πi Res(f, 0) =

πi

2
.

ii) Für die durch f(z) := cos z definierte, in C holomorphe Funktion f gilt f (9)(z) = − sin z
und wegen |π/4| < 1 ergibt sich mit der Cauchyschen Integralformel für Ableitungen

	
∫

γ

f(z)
(z − π/4)10

dz =
2πi

9!
f (9)(π/4) =

2πi

9!
−
√

2
2

= −
√

2πi

9!
.

b)
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Aufgabe 2

a) Setzt man in
L (y′′)(s) = s2L (y)(s)− sy(0)− y′(0)

die Anfangswerte y(0) = 3, y′(0) = 2 ein, so erhält man für die Lösung y : [0,∞) → R

L (y′′)(s) = s2L (y)(s)− 3s− 2 .

Wendet man die Laplacetransformation auf die gegebene Differentialgleichung an, so ergibt
sich für s ∈ C mit hinreichend großem Re(s)

1
s2

= L (th(t))(s) = L (y′′ − y)(s) =
(
s2L (y)(s)− 3s− 2

)
−L (y)(s)

= (s2 − 1)L (y)(s)− 3s− 2

bzw. äquivalent hierzu

L (y)(s) =
1
s2 + 3s + 2

s2 − 1
=

1 + 3s3 + 2s2

s2(s− 1)(s + 1)
.

Das Nennerpolynom besitzt in 0 eine Nullstelle zweiter Ordnung und in −1, 1 jeweils Null-
stellen erster Ordnung. Damit lautet der Ansatz einer Partialbruchzerlegung

1 + 3s3 + 2s2

s2(s− 1)(s + 1)
=

A

s
+

B

s2
+

C

s− 1
+

D

s + 1

für gewisse A,B, C, D ∈ R. Hieraus folgt A = D = 0, B = −1 und C = 3, so dass

L (y)(s) =
−1
s2

+
C

s− 1
s c (−t + 3et)h(t)

gilt. Also löst die durch
y(t) = −t + 3et

definierte Funktion y : [0,∞) → R das gegebene Anfangswertproblem.

b) Um eine Funktion y : [0,∞) → C mit∫ t

0
y(τ) sin(t− τ) dτ = t sin t für alle t > 0

anzugeben, schreiben wir die linke Seite mit Hilfe der Faltung

(y ∗ (h sin))(t) = t sin t für alle t > 0

und verwenden den Faltungssatz. Für s ∈ C mit hinreichend großem Re(s) gilt

L (y)(s) · L (h sin)(s) = L (h(t)t sin t)(s) .

Hieraus folgt wegen h(t) sin(t) c s 1
s2+1

und h(t)t sin t c s − d
ds L (h sin)(s) = 2s

(s2+1)2

L (y)(s) · 1
s2 + 1

=
2s

(s2 + 1)2

bzw. äquivalent dazu

L (y)(s) =
2s

s2 + 1
s c 2 cos(t) .

Somit löst die durch y(t) := 2 cos(t) definierte Funktion y : [0,∞) → R die gegebene Glei-
chung.
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