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Losungsvorschlige

Aufgabe 1

a) Setzt man in
L) =sZL{ys) —y(0)  und  L{Y"}Hs) = " L{y}(s) — sy(0) — y'(0)
die Anfangswerte y(0) =1, 3'(0) = 2 ein, so erhilt man fiir die Losung y: [0,00) = R
L{yHs)=sL{yHs)—1  und  L{y"}s) =" L{y}(s) —s - 2.

Wendet man die Laplacetransformation auf die gegebene Differentialgleichung an, so ergibt
sich fiir s € C mit hinreichend groflem Re s

1
s—3

= 2{¥}(s) = Z{y" — 6y + 9y} (s)

= (s ZL{y}(s) — 5 —2) —6(s ZL{y}(s) — 1) + 9.L{y}(s)
= (s =65+ 9).ZL{y}(s) —s+4

bzw. dquivalent hierzu

1 1 1 s—3)—1
2010 = gp (5 ) St

Also 16st, die durch
y(t) =¥ (3> —t +1)

definierte Funktion y: [0,00) — R das gegebene Anfangswertproblem.

b) Die Sprungantwort eines Systems ist das Ausgangssignal y des Systems, wenn sich das System
vor t = 0 im Ruhezustand befindet und am Eingang der Einheitssprung v = o angelegt wird.
Ist das System durch die Differentialgleichung ay” +by” +cy’ +dy = u (a, b, ¢, d € R) gegeben,
so fiithrt Laplacetransformation auf

1 1 1

5y pe? d =2 baw. & — S

(as® +bs® + cs+ d)ZL{y}(s) 3 W {y}(s) as3 + bs? + cs + d s
=:G(s)

(s € C mit hinreichend groem Re s). Die Polstellen von G sind im Poldiagramm dargestellt.

i) Hier liegen die Polstellen von G bei —2, i, —i. Partialbruchzerlegung ergibt

A B C D . .
+ -+ -+ — &—o0 (A€72t + Be't + Ce™ —i—D)a(t)
s+2 s—1 s+4+1 S

L{y}(s) =

fiir gewisse Konstanten A, B,C, D € R. Wegen des Terms Be' + Ce™* handelt es sich
bei y um eine Schwingung, deren Amplitude weder ab- noch zunimmt. Daher kommt
nur A als zugehorige Sprungantwort in Frage.



ii) Hier gilt fiir die Laplacetransformierte der Sprungantwort

LN = Gls) 5 = o o 5 olt).

Demnach ist D die zugehorige Sprungantwort.
iii) Wegen

—4 9s 12 13
— — — C mit R 0
s+3 s244 82—|—4+S (s € Cmit Res>0)

Z{h}(s) =

sind die —3, —2i und 2i die Polstellen der Ubertragungsfunktion G, so dass sich folgendes
Poldiagramm ergibt:

A\ Im s

21 ¢

—21 0

c) Die Funktion f ist auf R\ {0, 7} differenzierbar mit

0 firt <0
()= 2t fiir t € (0,7) (teR\{0,7})
—sin(t) firt € (7, 00)

und hat in 0 sowie 7 Sprungstellen. Definiert man

' fi(t) firteR\{0,7}
g:R=R, tH{ 0 firte{0,n} ’

so ergibt sich gem#f} einer Formel aus der Vorlesung fiir die distributionelle Ableitung von f

DTy =Ty + (f(0+) = £(0-))do + (f(m+) — f(7—))x
=Ty + (1-0)dp + (=1 — (7* +1))6r = Ty + 6o — (7° + 2)5r .

Aufgabe 2

a) Der Integrand F(z) := (22_1)1(z_2)3 = (z+1)(z_11)(z_2)3 ist auf C \ {—1,1,2} holomorph. Da
—1 bzw. 1 eine einfache Nullstelle des Nennerpolynoms von F ist und der Z&hler von F in
—1 bzw. 1 nicht verschwindet, besitzt F' in —1 bzw. 1 jeweils eine Polstelle erster Ordnung.
Deshalb ergibt sich fiir die Residuen

res(F;—1) = (z+ 1)F(2) = m i = 5i4
und , '
res(F;1) = (z — 1)F(2) = EFS)EE)E . =3




b)

Da 2 eine dreifache Nullstelle des Nennerpolynoms von F' ist und der Zihler von F' in 2
nicht verschwindet, besitzt F' in 2 eine Polstelle dritter Ordnung. Deshalb ergibt sich fiir das
Residuum von F' in 2

1 & Ld 1 d__=
F.QZ_—< —2)3F > =5 7232 1 T (2212
res(F;2) 2 dz? (= 27°F(z) 'zQ 2dz? 2% -1 LQ dz (22 = 1)% |,y
(212 -2 -1z 3241 ) 13

= (22 — 1)4 o - (22 _ 1)3 o - 27 .

Im Fall r € (0, 1) liegt keine Singularitét von F innerhalb der Integrationskurve |z| = r. Somit
verschwindet das Integral leIZ?" F(z) dz nach dem Residuensatz.

Im Fall r € (1,2) liegen nur die beiden Singularititen —1 und 1 innerhalb der Integrations-
kurve |z| = r. Daher gilt nach dem Residuensatz

1 1 26
/Z:r (2) dz = 2mi(res(F; —1) 4 res(F; 1)) i (54 2) 57 T

Im Fall > 2 liegen alle drei Singularitdten von F innerhalb der Integrationskurve |z| = 7.
Deshalb liefert der Residuensatz

1 1 13
F(z)dz = 2mi F;—1 F;1 F;2))=2m| ——=-+—=]=0
/Z:r (2) dz = 2mi(res(F; —1) 4 res(F; 1) 4 res(F; 2)) m<54 5 + 27)

Als Hintereinanderausfiihrung holomorpher Funktionen ist die durch G(¢) := e ¢sin¢, ¢ € C,
definierte Funktion G auf ganz C holomorph. Sie lésst sich also um (y = 0 in eine Potenzreihe
entwickeln: o )
G"™ (0
ao=3 e
n=0

Diese Potenzreihe konvergiert auf der gréfiten Kreisscheibe um ¢y = 0, auf der G holomorph
ist. Hier konvergiert die Potenzreihe also fiir jedes ¢ € C.

Die Funktion F(z) = G(1/z) ist holomorph auf C \ {0} und fiir z # 0, insbesondere also fiir
0 < |z| < 1, gilt nach den obigen Uberlegungen

)
F(z)=G(1/2) =3 & n!(o) Zin .
n=0

Also ist das Residuum von F' in 0 gleich G(ll)!(o) = G'(0). Wegen G'(¢) = —eSsin¢+e ¢ cos¢
ergibt sich res(F;0) = 1.
Bemerkung: Zur Bestimmung von res(F';0) kann man auch direkt die Potenzreihen von ez

und sin(1) multiplizieren. Fiir jedes z € C\ {0} gilt

z

1 > (—1)" . o0 —1)" o O X _1)ntk o op
e = sin(1) = (Z( n!) . )(Z (Q(k +)1)_! 52k 1) :Zzn!((2k)+ Tk 2h—1

n=0 k=0 n=0 k=0
Wegen —n —2k—1=—-1 <= n+2k=0 n@() n =k = 0 lautet der Koeffizient vor z =1
040
og(_%ojl)! =1, so dass das Residuum von F in 0 gleich 1 ist.

Die Funktion F' ist als Komposition von auf C\ {0} holomorpher Funktionen wieder auf
C\ {0} holomorph. Die Singularitit 0 liegt auBerhalb der Kreislinie v bzw. |z — 3| = 2, denn
|0—3| = 3 > 2. Also ist F holomorph in dem konvexen und damit einfach zusammenhéngenden
Gebiet G := {z € C : |z — 3| < 5/2}, in welchem auch die einfach geschlossene, positiv
orientierte Integrationskurve 7 verlauft. Aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt somit

/F(z)dz:O.



