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Aufgabe 1
a) Setzt man in
LY (s) =sL{y}s) —y(0)  und  Z{y"}s) = s2L{y}(s) — sy(0) — ¥/ (0)
die Anfangswerte y(0) = 1, y/(0) = —5 ein, so ergibt sich fiir die Losung y
L) =sL{yds)—1  und  L{y"}(s) = s2L{y}(s) — s +5.

Wendet man die Laplacetransformation auf die gegebene Differentialgleichung an, so gilt fiir
s € C mit hinreichend groflem Re(s)

(s”2{y}(s) = s +5) + 6(s L{y}(s) = 1) + 9L{y}(s) =

(s +3)2
bzw. dquivalent hierzu
1
2 _
(s“+6s+9)L{y}(s) —s—1= G137
also
s+1 1 1 2 1

ZL{y}(s) = 5432 T (6437 5+3 (5432  (st3)

1
= Z{e 3 —2te 3 4 30 373 (s).

Also 16st die durch

WV

1
y(t) = e3t — 2te 3 4 6 t3e3t t>0,

definierte Funktion y: [0,00) — R das gegebene Anfangswertproblem.
b) Es gilt

Aww ), Bewll), CowlV), D eawl).

c) i) Allgemein besitzt ein durch asy” + a1y’ + agy = b1’ + bou gegebenes System die Uber-

tragungsfunktion G(s) = %. Somit sind as = 1,a1 = 3,a¢9 = 0,01 = 6,by = 9.

ii) Da man zur Eingangsgrofie u = [o] die Sprungantwort y des Systems erhélt, gilt

L{uYs) = Gl Lo}e) = P - =




65+9
s2(s+3)

Da s = 0 eine doppelte und s = —3 eine einfache Polstelle von ist, lautet der

Ansatz der Partialbruchzerlegung

6549 _A B C
s2(s+3) s  s2 s+3
fiir gewisse A, B,C' € R. Hieraus folgt A =1,8B =3,C = —1. Also ist

1 3 1

W)= e

o (143t —e *)o(t).
Demnach lautet die Sprungantwort des Systems y = [(1 4 3t — e ~*")a(¢)].

Da die Impulsantwort des Systems die distributionelle Ableitung der Sprungantwort ist,
ergibt sich fiir die Impulsantwort [(3 4 3¢™%)a(t)].

Aufgabe 2
a) Seia>0.Ist g: [0,00) — R, g(t) := cos(at), definiert, so gilt fiir jedes ¢t > 0

/ cos(ar)y(t —7)dr = / gyt —7)dr = (g*y)(t).
0 0

Wir wenden die Laplacetransformation auf die gegebene Gleichung (g * y)(t) = t sin(at) an
und erhalten mit Hilfe der Faltungsregel fiir s € C mit hinreichend grofiem Re(s)

L{g}(s) - L{y}(s) = L{t sin(at)}(s) <+ yo o a2 Ly (s) = (822451«22)2
PN = oy e 2sin(at)o(0)

Also erfiillt die durch y : [0,00) — R, y(t) = 2sin(at) gegebene Funktion die Gleichung
f(f cos(at) y(t — 7)dr = t sin(at) fiir alle ¢ > 0.

b) Fiir t € [0,3) gilt |f(#)] < 2 und fiir t > 3 gilt |f(t)] = e 3el. Folglich ist v = 1 das
kleinste v € R so, dass Z{f}(s) fiir alle s € C mit Re(s) > 7 konvergent ist. Um Z{f} zu
bestimmen, stellen wir f mit Hilfe des Einheitssprungs ¢ dar: Fiir jedes t > 0 gilt

f&)y=@2-1t)(c(t) —o(t—3)) +e 2ot —3)
=20(t) —to(t) + (t—3)o(t —3) +o(t —3) + e 3a(t —3).
Anwendung der Verschiebungs- und Dampfungsregel ergibt fiir s € C mit Re(s) > 1

92 1 6—35 6—35 6_38
LU === G+t

s s s—1°

c¢) i) Um DJg] = [0(t —1)] nachzuweisen, muss man (D]g], ) = ([o(t —1)], ) fiir jedes p € Z

zeigen. Ist ¢ € Z, so gibt es b € R mit ¢(¢t) = 0 fiir alle ¢ > b. Nach Definition der
Ableitung von Distributionen gilt

(Dlgl. ) = —{lg). ) = —/_°° g(t)¢ (1) dt = —/mu — 1) () dt

—/Ib(t—l)w( part. Tnt. ( t—l ‘ _/ >
t)dt =

b
:/1 @(t)dtz/ ot =1)p(t)dt = ([o(t —1)], ¢).



ii) Hier muss man (D(D[g]), p) = d1(¢p) fiir jedes ¢ € Z nachrechnen. Ist ¢ € 2 und b € R
mit ¢(t) = 0 fiir alle ¢ > b, so gilt

(D(Dlg)). ) 2 (D([o(t ~ D)), @) = ~{[o(t — 1)], @) = — /Oo o(t —1)¢/(t) dt

Aufgabe 3

a) Fir jedes z € C\ {0} gilt

6% ka1 2t - AOR I
Fz) =285 (cpiHl 2 Nt 2 2 2
(2) =2 kZ_l( N Gy ;( N 7 TR TR R T T
Aus der Laurententwicklung von F' um 0 liest man ab: res(F;0) = —é = 1170.
. 1—cos(z) , . . o
b) i) Der Integrand F(z) := ——5——— besitzt in —1 und 1 jeweils einfache Polstellen. Da nur
z J—

1 innerhalb des Integrationsweges |z — (1 +4)| = v/2 liegt, liefert der Residuensatz

[ s e
-(il=v2 2" 1

Mit 1 1 1

erhilt man als Ergebnis

/ ' F(z)dz = mi(1 — cos(1)).
|z—(14i)|=v2

z

ii) Der Integrand F'(z) := (zj-il)? hat in —1 eine Polstelle zweiter Ordnung. Diese liegt
innerhalb des Integrationsweges |z| = 2. Wegen
d d
F;—1:—< 1)2F ) =L — — !
I‘GS( ) dz (Z+ ) <Z) z=—1 dz z=—1 ¢ z=—1 ¢

folgt mit dem Residuensatz

/ F(z)dz = 2mi res(F; —1) = 2e 1mi.
|z|=2

c) Die Funktion

~ 6s+9 6s+9
Fs) : s+ s+

T 3432 s2(s+3)
ist holomorph auf C\ {0, —3}. Fiir |s| > 3 gilt nach der umgekehrten Dreicksungleichung

F(s)] < 6|s| +9 . 6|s| +9
S sPPls 3] 7 sl (sl - 3)

—0 (Is| = o0).
Also sind die Voraussetzungen des Hinweises erfiillt. Danach gilt fiir ¢ > 0 und ¢t > 0

c+iA " _ .
lim / e*' F(s) ds = res(s +— e F(s);0) + res(s — e F(s); —3)



bzw. nach der komplexen Umkehrformel

f_l{m}(t) = res(s — € F(s); 0) + res(s — "' F(s); —3).

Da 0 eine Polstelle zweiter Ordnung von s +— eStE (s) ist, ergibt sich

~ d 6s+9 d 6s+9
res(s — 5 F(s);0) (52 et S—{_) = <63t 8+>
s—o ds s+3

T ds s2(s+3) o
- i 6est — 9e*! — (et — 9test(s + 3) — 9est
ds s+3) 14— (s +3)2 —
9-3-9
=6t— ——— =3t +1
9
AuBerdem gilt
= 6 9)est —Qe—3t
res(s — e F(s); —3) = 58:7)62 = — ¢ — 3t
ds (S +38 ) s=—3 (33 +65)‘5:—3
Hiermit folgt
6s+9
Z—l s t) = 3¢ 1— —3t t>0
{ 53 + 352 }( ) - €
Aufgabe 4
a) Fiir jedes w € R gilt
o0 ) -2 o
(g[f)(w) :/ eiwtf(t) dt :/ e wtot dt—l—/ P e
oo - )
= lim / eI )t gt + lim e~ (I+iw)t gy
a——00 o B—>OO 9
— lim [L e(l—iw)t] 4 lim [7 e—(1+iw>t}ﬁ
a——ool]l — jw t=« B—o0 14w =9
= lim ! (672(17iw) — 6(17&”)0‘) — lim ! <e*(1+iw)ﬁ — 3*2(1+iw))
amoo L —iw B0 1+ iw
(x) e 20-w)  p—2(1+iw) 2iw o= 2iw
= . + - = -2 . + .
1w 14w l—iw 14w
9 eZiw + iwe%“’ + 6721'0.2 _ iw€72iw
N 14 w?
-2 1, 5 . 1 A
= lj_ia)? <2 . 5 (62%0 + e—Qlw) + 222(4} X 2*2,(62“0 o e_sz)>
2 -2
- 2 -,
w

also ist Z f reellwertig.
In (x) wurde verwendet: [e(1=%)%| = ¢@ — 0 (@ — —00) sowie |e~(1T)F| = ¢=F — 0 (3 — o0).
b) i) Ist
1 firte[-1,1]
e ={ ¢ fargl 1]
0 firt¢[—3,35]
gesetzt, dann gilt laut Hinweis

sin(w/2) A w
(990)(w)={2 o w0 (w € R).

1 firw=20



Wegen g(t) = o(t — %), t € R, liefert die Verschiebungsregel der Fouriertransformation

) —iw/2 sin(w/2) ¢
(Fo) =T @) = { 2T e

R).
1 firw=20 (wER)

Im Fall w # 0 ist

: —iw/2 W
T _ 9, w/2 Sln(w/Q) _ € 1 w2 _ —iw/2\ _ l1—e
(Fg)(w) = 2e w 2 w 2 (e ¢ ) S

und man erhalt fiir h(t) := tg(¢)

d1l-—e™ (iw+l)e™—

(FHw) = i+ F (1 = (~it)g) () =i = (Fg)w) = -

dw w w

Auflerdem ist fiir w =0

ii) Die Faltung von g und h ist gegeben durch

[e.e]

gxh:R—R, (g*h)(t):/ g(t — ) h(T)dT.

Wegen g(t) = h(t) =0 fiir t <0 gilt (g * h)(t) =0 fiir t < 0 und

(gxh)(t) = /0 gt —71)h(T)dr fiir ¢t > 0.

Zur Berechnung dieses Integrals unterscheiden wir drei Falle:
1. Fall: t € [0,1). Es gilt

(g*h)(t):/o 1-h(7‘)d7':/0 TdT:%tz.

2. Fall: t € [1,2). Es gilt

3. Fall: t € [2,00). Es gilt

(g*h)(t):/o g(t—T)h(T)dT:/ g(L—;)TdeO.

Insgesamt erhélt man

0 fiir t € (—00,0)
B t2/2 fir t € [0,1)
(GO =90 1122 firte2) (t €R).
0 fiir t € [2, 00)



