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Aufgabe 1

1.1
Verschiedene Zeitfunktionen kénnen die gleiche MRichtig OFalsch
Laplace-Transformierte besitzen.
Die Laplace-Transformation konvergiert in ganz C. ORichtig ¥f Falsch
Die Abbildung z (t) = 3t + 1 ist linear. ORichtig ¥ Falsch

Die Anwendung der gewohnlichen und der verallgemeinerten Diffe- | [JRichtig ¥ Falsch
rentiationsregel auf stetige Zeitfunktionen ergeben verschiedene Er-
gebnisse.

1.2

Zunachst werden die Maschen- und Knotengleichungen aufgestellt:

up (t) = ur (t) + ua(t) (1)
ug (t) = uc (t) = ua (t) (2)
ig (t) =ir(t) +ic(t) (3)
Aufstellen der Bauteilbeziehungen ergibt:
ua (t) = Rig (1) (4)
dig (t)
=1L
ur, (t) F: (5)
[
w®) =g [ica (6)
Einsetzen der Bauteilbeziehungen ergibt:
. dug (t
io () = 024l @
. 1 duga (t) duy (t)
uL(t)—L<R T +C 1 (8)
_ L dug (t) d2uA (t)
ug (t) = ua (t) + 2 + LC 12 (9)
(10)
Einsetzen der Bauteilwerte liefert:
_ lduA (t) i d2uA (t)
up(t) =ual) +5—4, + 5 a2 (11)
2
10ug (£) = 10u (1) + 2304 ®) | dua (12)

dt de?

Beim Ubergang in den Laplace-Bereich miissen die nicht-verschwindenden Anfangswerte beriick-
sichtigt werden:

10U (s) = 10U4 (s) + 2 (sUa (s) — ua (=0)) + s2U4 (s) — sua (—0) (13)
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Umformen liefert:
(s +25+10) Ua (s) = 10UE (s) + (25 + 4) (14)
Auflésen nach der Ausgangsgrofse ergibt:

10U (s) 25 44

U p—
4= g o0t Fras 110

Fiir die Eingangsgrofe gilt Ug (s) = 1. Einsetzen in (15) liefert:

10 2s+4
U = 16
4(s) 8(82+28+10)+S2+28—|—10 (16)

Um die beiden Briiche zusammenfassen zu konnen wird eine Partialbruchzerlegung des ersten
Bruchs durchgefiihrt:

A B
A B 4?4245+ 104+ Bs+C =105 A=1,B=-2C=-1 (I7)
S s2 4+ 2s+ 10

Damit ergibt sich eine Darstellung, die auf bekannte Korrespondenzen zuriickgefithrt werden

kann:
1 2+ s 2s+4 1 s+ 2 1 s+ 2
Ua(s) == — S b S R BT
a(s) s s242s+10 s2+2s+10 s+32+23—|—10 s+(s+1)2+9 (18)
1 (s+1)+1 1 (s+1) 1 3
s (s+1)"+9 s (s+1)"+9 3(s+1)°+9
Riicktransformation mit der Korrespondenztabelle ergibt:
1
ug (t) =0 (t) + ge*t sin (3t) + e~ cos (3t) (20)

1.3

Zur Bestimmung der Ubertragungsfunktion kann (15) herangezogen werden. Es muss lediglich
der zusétzliche Summand entfernt werden, der den Einfluss der Anfangswerte abbildet. Abgese-
hen davon ist der Weg zur Ubertragungsfunktion identisch zur vorigen Teilaufgabe:

Ua (s) 10

GO =06~ PFas 10 21

1.4

Um den Endwertsatz anzuwenden muss der Endwert der betrachteten Grofe existieren. Hierfiir
muss zunéchst der prinzipielle Verlauf der Grofe bestimmt werden. Dazu kann die Partialbruch-
zerlegung von G (s) herangezogen werden, die zunéchst eine Faktorisierung von Zidhler und

IT IRS

Karlsruher Institut fiir Technologie Seite 3 von 14



Musterlésung Komplexe Analysis und Integraltransformationen - 17.02.2020

Nenner erfordert:

) 1\ 1 24, 1.5
5°+s—6=(s+-) ————=0=>s1=—F-=>511=2,512=—-3 (22)

2 4 4 22
2—4=0=>5>=4=5==42 (23)
(24)
Also gilt:
1(s—2)(s+3) 1s+3
= — = — 2
Gi(s) s(s+2)(s—2) ss+2 (25)
Die Sprungantwort ergibt sich folglich zu:
1 1s+3
-q = = 26
s ¢ () s2s5+2 )
Damit hat die Partialbruchzerlegung prinzipiell die folgende Form:
A B C
— 4+ — 27
52 * s + s+2 (27)

Der Term As~2 korrespondiert mit der Zeitfunktion At, die fiir ¢ — oo iiber alle Schranken
wachst. Dementsprechend existiert der Grenzwert der Sprungantwort nicht und der Endwertsatz
ist nicht anwendbar.

Die zweite Sprungantwort kann wie folgt dargestellt werden:

1 _14(s—2) s5-—2

—Q — = 28
5 2(8) 8482+9 8(824-%) ( )

Somit ergibt sich folgende prinzipielle Partialbruchzerlegung:
s—=2 A Bs+C (29)

s(s2+9) s 242

Der Term f;j_‘g korrespondiert mit einer trigonometrischen Zeitfunktion. Daher existiert der

4
Grenzwert der Sprungantwort erneut nicht und der Endwertsatz kann nicht angewendet werden.
Die dritte Sprungantwort ergibt sich wie folgt:

1 4(s—2)

1
PSRy v Ty &)
Erneut miissen die Nullstellen des Polynoms fiir eine Faktorisierung bestimmt werden:
7 16 7 3 1 3 7
2 ! !
s+5+4 0= (s+2) 4+4 0= s1 +2 5 52 5 5 (31)
Womit sich die folgende prinzipielle Partialbruchzerlegung ergibt:
1 1 4(s—2) A B C
s =S N, T 1t 7 (32)
$ s(s+3)(s+3) s s+3 s+3

Da alle Terme mit abklingenden Funktionen korrespondieren, existiert der Endwert und kann
wie folgt mit dem Endwertsatz berechnet werden :

1 4(s—2
lim g3 () = lim s—G3 (s) = lim (s —2)
s—

S k. 33
t—00 0 s s—04s2 + 165+ 7 (33)

<
7
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Aufgabe 2

2.1

r€Sq, = 14 2j
X

reSay = =9+ J
X

Tm(s)
reSq, = 1
X 4
T€Sa, = 1
T3
T€Sq, = 1+ 2j
X
T2
T€Sqy = —J reSq, = —3 — 2j
X
T1

AT
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resq, = 1

T€Sq,, = 1

5 4 = 3 ] 0 1 5 3 4 5 Re(s)

TeSq, = O 11

X reSas = —1

X
1-2
reses, = —9+j "€az ;74 +J
X 1-3
T€Sqs = —4+J

X 1-4

2.2

Mit dem Hinweis gilt:

Fiir Polstellen muss gelten:
et L0 e (1+e2) 20 (35)
Da e® keine Nullstelle besitzt muss der zweite Faktor untersucht werden:
l+e 220 e =1 (36)
Mit s = d + jw folgt 6 = 1 sowie:
e WY = 1 (37)
Und damit:

—dwp = — (2k+ 1) > wp = (2k+1) = = ap =4 (2 + 1)

keZ
5 € (38)

m
2

Es handelt sich bei allen Polstellen um einfache Polstellen.
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Da es sich um einfache Polstellen handelt, kdnnen die Residuen wie folgt bestimmt werden:

resa, F (s) = 57(8 (39)

ds ls=ay

Einsetzen ergibt:

anF (s) = = = = - 0
resq, F (s) sinh (o) €™ —e %  jsin ((Qk +1) g) sin ((2k +1) g) (40)

Auswerten der Sinusfunktion liefert:

1

m =—J (_1)k = (_1)k+1j (41)

resa, F (s) =

2.4

Fiir die Laurent-Entwicklung gilt Folgendes, da es sich bei j5 um eine Polstelle handelt:
= T
F@)=3 o (s-33) (42)
i=—

Zunichst wird der Nenner von F (s — jg) + j5 betrachtet:

cosh (s) = cosh ((s — j%) +jg> (43)

Mit dem Hinweis gilt:

cosh ((s — ji) +jz) = cosh (s — jz) cosh (jg) + sinh (s — ]%) sinh (]%) (44)

2 2 2
Es gilt:
T
cosh (35) =0 (45)
1/ = ‘ 1
sinh (j2) = 5 (/3 —e 73} = G — (=) = (46)
Eingesetzt ergibt sich also:
LT LT .. LT
COSh((S—]§)+j§> = jsinh (S—j§> (47)
Somit gilt fir F (s):
1 —2j
F(s) = = 48
() jsinh (s — j%)  ¢s—i5 _ ¢ (5-3%) 43
Einsetzen der Reihendarstellung der Exponentialfunktionen ergibt:
F(s)= —J 4
(s) = (49)

(s—i%) + & (s—4%)°+ & (s—4%)° + .
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Ausklammern der Polstelle liefert:

F(s)=—2 (50)
5=35 14 & (o= 2 4+ L (o= 59 &+ ...

Nun ist der hintere Term holomorph in j§ und kann somit in eine Potenzreihe entwickelt werden.
Hierfiir ergibt sich folgender Ansatz:

iai(s_j;r):lJrl( '7r211 (51)

5(s—3%)" + 5 (s —35)" + -

i=—

Multiplizieren mit dem Nenner ergibt:

1= <a0+a1 (s—jg) +a (s—jg)z +) <1+ % (s—jg>2+ % (s—jg)4+...> (52)

Mit dieser Darstellung kann nach dem Ausmultiplizieren ein Koeffizientenvergleich durchgefiihrt

werden:
1= ag (53)
0=a (54)
1 1 1
O:a2+§a0:>a2:—ga0:—6 (55)

Insgesamt ergibt sich also fiir die Laurent-Entwicklung:

—j 1( ,77)2 1 j( ~7T)
F = 1-—-— —9=) ... =— = — 7= £.. 56
()= =0 (1-5 (=73 ot (15 (56)

2.5

Die Partialbruchzerlegung ergibt sich als Summe der Hauptteile aller Laurent-Entwicklungen
um die Polstellen ..
Da nur einfache Pole vorliegen, haben alle Hauptteile Hy (s) genau ein Glied :

F(s)=Y H(s) = 3 (D" 57
()= Hp(s)= > TN L (57)

keZ k=—o00
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Aufgabe 3
3.1

P (w)

1

0 o
3.2

AT IIIIRS
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3.4

Fiir die im Widerstand umgesetzte Energie gilt mit dem Satz von Parseval:

OOU2(t) 1 0o 9 1 00 >
E—/_Oo 7 dt—2/_oou (t)dt—a _OO|U(w)] dw (58)

Durch Ausnutzen der Symmetrie des Spektrums ergibt sich:

3 5 3
B-2 | |U(w)’2dw:217r(2/1 rU<w>|2dw+/g |U(w>|2dw> (59)

Einsetzen der Werte ergibt:

3

w
w

2 2 2 2 2 9
2 |U (w)|* dw = 2 Aw—-1)dw=32 | w*—2w+ 1dw (60)
1 1 1
1 2 9 9 3 1 32 4
3[3‘” w“"L 3<8 173 3) 24~ 3 (61)
5 5
2 2 2
ﬁ) U ()] dWZA 4w = 4 (62)
3 3

Dies erlaubt die Bestimmung der umgesetzten Energie:

1 (4 1 /16 8
FE= - (244 2 (2)2 2
2m <3+ > 2T ( 3> 3 (63)
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3.5

Das Spektrum kann wie folgt durch die Summe von Dreiecksfunktionen dargestellt werden:
U(w)=4d; (w—2)+4dy (w+2) — Zd% (w+2)— Qd% (w=—2) (64)

Die Korrespondenz der Dreiecksfunktionen kann mithilfe der Symmetrieregel bestimmt werden:

FUF () =20f (), Fldr (0} = ipsin® () (65)

4 tT 2 tT
.7-"{ sin? (2> } = 2ndy (—w) = 2mdr (W) = F ! {dr (W)} = Trg? sin? (2) (66)
Aufgrund der Linearitét der Fourier-Transformation ergibt sich mithilfe des Verschiebungssatzes:
oy 2 t oy 2 t o 4 t o 4 t
u (t) = 46]2t@ Sin2 <2> + 4€_J2tﬁ Sin2 <2) — 2€J2tﬁ Sil’l2 <4) — 26_]2tﬁ Sin2 <4>
(67)

Vereinfachen liefert:

o (t) — @ (6‘72t + e—th) Sin2 (2> _ ﬁ (6]2t + 6—.72t) Sin2 (4> (68)

= %cos (2t) <sin2 (;) — sin? (i)) (69)

3.6

Es gilt in diesem Fall:
Uw)=Gw)V(w) =G (w)=57=%=U(w) (70)

Die Ausgangsgrofe @ (t) ergibt sich damit zu:

a(t)=F! {U (w) F {sin (gw) }} (71)
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Aufgabe 4

4.1

Da die Anfangswerte verschwinden kann die Differenzengleichung einfach in den z-Bereich iiber-
fiihrt werden:

273Y, (2) + 3272, (2) + 271Y, (2) + 5Y, (2) = —2 73U, (2) + 222U, (2) — 271U, (2)  (76)

Die Ubertraungsfunktion ergibt sich durch Ausklammern und sortieren der Groken zu:

Y, (2) —z 342,72 - 271
G = = 7
= (2) = ¢ (2)  23+322+21+5 )
Erweitern mit 23 fiihrt auf die gesuchte Darstellung:
— 7 kG =1l
G = 78
+(2) 523+ 22+32z+1 (78)
4.2
Die Folge (ux) = k entsteht durch Abtastung aus f (¢) = ¢ durch Abtastung mit 7' = 1.
Die Korrespondenztabelle liefert:
Tz z
Z{tt=—=>U,(2) = 79
W=Grm = U0 = (79)
Damit lasst sich die z-Bereichsdarstellung der Ausgangsfolge wie folgt bestimmen:
— 7 4k W — 1| z —z
=(2) = (2) Uz (2) 523422 432+122-22+1 5234+22+32+1 (80)
4.3
Die Taylor-Koeffizientenformel erlaubt die Berechnung der Folgenglieder:
1 dsz (x_l) =1l
=0
Fiir das erste Glied gilt:
1 1 1
=—F, (7" = = 82
fO 0! z ( )‘x:O (l’fl 1) (.’Eil 2)2 —o (.’E_l _ 1) ($_2 — 41 4 4) 0 ( )
1 1
_ — (83)
g8 —dr 244l - 2441 4| _, =z 3-52x2+8z1-4|,_,
3
= =0 84
—423 + 822 -5z +1|,_, (84)
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Fiir das zweite Folgenglied werden zunéchst Zéhler und Nenner getrennt betrachtet:

z3 a(x)
F,(z7Y) = = 85
) = s st b(z) (85)
da (z) 2
— =3 86
e x (86)
db
df)z—qmﬁ+1mp—5 (87)
Damit ergibt sich das erste Folgenglied wie folgt:
o L[EEED] @@ P _0-0_g (8)
T dzt B b2 (x) 1
=0 =0
4.4
Es wird folgender Ansatz zur Partialbruchzerlegung betrachtet:
1 A B C
= aF T 89
—1)(z=27 z2—1" z2—2" (z_2) (89)
Durch Multiplizieren mit den Nennern und Auswerten ergibt sich fiir die Koeffizienten:
1 1
Ly (90)
, 1 1
,11—%2—1_1_0 (91)
li ! t_1 +B+1=21B 1 (92)
11m = - = - = —
=3 (z—1)(z—2)% 2 2
Damit ergibt sich:
! S S— (93)
(z=1)(z=2?% 2z—-1 2z2-2 (z-2)?

Die Partialbriiche werden anschliefsend auf eine fiir die Riicktransformation geeignete Form
gebracht:

1 -1 1 _1 % % %
_ _ 94
z—1+z—2+(z_2)2 & (z—l z—2+(z_2)2) (94)

Unter Beachtung der Rechtsverschiebungsregel ergibt sich folgende Riicktransformierte fiir & >

k—1 k—1 k—1
z-1) -1 Z___Z 2 — 1k-1 _ 9k-1 9—lgk—1
{z (z—l z—2+Xz—m2 0 0o )7 1

(95)

Vereinfachen liefert das gesuchte Ergebnis:

1k <k 0 1) -2t <k 0 1) 4 9-19k-1 (k 1 1> =1-2""4+2"2(k-1) k>1 (96)
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4.5

Betrachtet man die Funktion in den Abtastpunkten erhélt man folgende Werte fiir (fy):
(fr) ={0,-1,4,-9,16,-25,..} = (fi) = (-1)* ¥’ (97)

Da lediglich eine Reihendarstellung der z-Transformierten gefordert ist, kann diese direkt mithilfe
der Definition der z-Transformation angegeben werden:

FL() = 3 (-1 i (98)

k=0

Aufgrund der enthaltenen Abtastung ist die z-Transformierte nicht eindeutig. Beispielsweise
existieren Schwingungen hoherer Frequenz als in der vorigen Aufgabe gezeigt, die in den Ab-
tastpunkten mit der in der vorigen Aufgabe gezeigten Funktion iibereinstimmen, damit eine
identische Zahlenfolge ergeben und somit auf die gleiche z-Transformierte fiihren.
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