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Ubungsblatt Nr. 4: komplexe Zahlen, Stréme, Spannungen, Impedanzen

Empfohlen fiir die Ubung: Aufgaben 16, 17, 18
Empfohlen fiir Zuhause:  Aufgabe 15

Die fiir die Ubung empfohlenen Aufgaben dienen als Orientierung und sollen eine
grobe Richtlinie darstellen, welche Aufgaben vom Umfang und Schwierigkeitsgrad
her in der Zeit der Ubung zu schaffen sind.

Letztendlich entscheidet der Ubungsleiter, welche Aufgaben in der Ubung
behandelt werden.

Zusitzlich wird empfohlen, die nicht in der Ubung behandelten Aufgaben zu Hause
zu bearbeiten.
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Aufgabe 15

Gegeben ist folgender Stromkreis mit Ry = 1082, Ry = 62, L = 40uH, C = 1uF.
Die Stromquelle erzeugt den Strom i(t) = 8 cos(wt)A mit w = 2e5s7 L.

Wenn sinusformige Spannungen/Strome vorliegen kann man auf eleganter Art
und Weise mit Hilfe der komplexen Zahlen rechnen.

l i | iy | iy
0 R, c

(a) Wandeln Sie zunéchst die Stromquelle in ihre komplexe Darstellung um.
Verwenden Sie dabei die komplexe Exponentialfunktion. Am Ende soll der
reelle Strom i(¢) durch den Realteil des komplexen Stromes i(¢) angegeben
werden konnen (Re{i(t)} = i(t)).

(b) Wandeln Sie die Bauteile in ihre komplexe Darstellung um. Bestimmen Sie
Real- und Imaginéarteil der Bauteilimpedanzen.

(c) Berechnen Sie die reelle Spannung u(t) und die reellen Strome i;(t), ia(t)
und i3(t).
Geben Sie die Grofsen in Abhéngigkeit von nur einer Kosinus-Funktion an.

Losung:

(a) Berechnen der Real- und Imaginérteile der Bauteilimpedanzen und der
Stromquelle:
- Stromquelle: i(t) = 8cos(wt)A — i(t) = 8e/¥t A
(wir nehmen an: rein reell, d.h. der Imaginérteil wird nicht beachtet).
- Widersténde: ebenfalls rein reel, d.h. Imaginérteil und Phase gleich
null
- Induktivitit /Spule: Z; = jwL = 520000051 - 40puH = j8Q
(Re{Z} =08, Im{Z} = 8Q => Phase: 90°)
- Kondensator: Z, = Jw% = —j% = —jm =
(Re{Z} = 08, Im{Z} = —5§2 => Phase: -90°)

—j5Q

(b) Der Ersatzwiderstand der Gesamtschaltung:

Z = Ril(Re+Zp)lZc
Ri(Re+Z1)Z¢
Ri(Ro+Zp)+RiZec+ (Re+Z1)Z¢
10(6 + 58)(—45)
10(6 + j8) + 10(—35) + (6 + j8)(—45)
400 — 7300
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3
arg(Z) = —arctan <4> ~ —36.874eg
1Z| = V42 +32=5

u(t) = Z-i(t) = 5eI36-8Tdeg . Qpiwty/
406j((‘)t_36-87deg)v — 406j(wt—0.64rad)v

u(t) = Re{u(t)} = Re{40e! “t=004rad) /' = 40cos(wt — 0.64,4q)V

Strome:
t 40 t—0.64
i(t) = “};) _ 40cos(w = rad) 4 _ 4eos(ut — 0.64,,0) A
1
u(t) 4O€j(“}t_0~64rad) 40€j(°~’t_0-64'rud)
in(t) Ro+ 2, 6+ 58 10e70-93raa

= 4el@I15Trad) A = fei(@I=3) 4
is(t) = Re{iy(t)} = 4cos (wt . g) A
. u(t)  40e)@=0-64raa) 40 (@t—0.64144)
3 (t) = = — A= T
Zc Jd 5e772
—  gel(WtH+0.93,4a) 4

is(t) = Re{ig(t)} = 8cos(wt + 0.93,44)A
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Aufgabe 16

An der Serienschaltung aus einer verlustfreien Spule der Induktivitdt L und
einem verdnderbaren ohmschen Widerstand R liegt eine sinusférmige Wechsel-
spannung v mit der Amplitude U, der Phase m und der Kresifrequenz wy.

j

- O >
R
Y u
L
\{
- O
wOL = 109

~

U = 10V.-&™
R € [0...00)02

(a) Wie grofs ist der Zeiger des Klemmenstroms i, wenn der Widerstand R auf

012 eingestellt wird? Geben Sie den Betrag des Zeigers und seine Phase ¢
zahlenméfig an.
Hinweis : Berechnen Sie den komplexen Strom ¢, d.h. wenden Sie das
Ohmsche Gesetz an, wobei der komplexe Strom durch die komplexe Span-
nung und die komplexe Impedanz (R = 000 => Z = Z;) definiert wird.
Die fiir die Rechnung benétigten Information finden sich in Kapitel 4.4.

(b) Berechnen Sie allgemein die Admittanz Y als Funktion von wg, R und L.
Geben Sie Imaginédr- (B) und Realteil (G) getrennt an.
Hinweis : Die Admitanz Y ist das Reziproke zur Impedanz Z. Berechnen
Sie also zuerst die Impedanz und bilden Sie dann den Kehrwert. Um G und
B zu bestimmen, miissen Sie eventuell komplex-konjugiert erweitern.

(c) Fiir welchen Wert von R nimmt die Schaltung die maximale Wirkleistung
Pz auf? Wie grofs ist dieses Ppgz?

Losung:
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(a) Fir R = 09 verbleibt nur noch die komplexe Impedanz

Z = jwL = j1082 im Stromkreis. Die komplexe Amplitude des Stroms 3
berechnet sich iiber den Ohmschen Zusammenhang von Spannung und
Impedanz:

_ 10V - el
5100

I~>

= —j1Ae!™ = ¢721AeI™ = 14672

N[SS

Daraus konnen Betrag und Phasenwinkel direkt abgelesen werden:
|I| = 1A bzw. arg(l) = §

Die Impedanz der Gesamtschaltung besteht aus der Reihenschaltung
von Spule und Widerstand:
Z = R+ jwL und somit Y = ﬁjwﬂ Fiir die Bestimmung von Real-

und Imaginérteil muss der Bruch konjugiert-komplex erweitert werden:
Y = 1 _ R—jwL _ R—jwL
L 7 RtjwL — (R+jwl)(R—jwl) — RI+(wL)Z

R

Re{X} = m (erk].eltWert)
L
Im{Y)} = —m (Blindleitwert)

Die Scheinleistung kann sowohl {iber die komplexen Zeiger als auch iiber
deren Effektivwerte berechnet werden. Letztere lassen sich aus den
Zeigern durch eine Division durch v/2 gewinnen. : U, = %

Das ist auch der Wert, den ein Messinstrument bei einer Wechsel-
strommessung anzeigt.

S = Ur*
v I° 1. (U\
= = =_Ul=| =zUP Y
V22t (z) =
B }|(A]\2 R+ jwL
27 R24 (wl)?
. . . . . . - |U|2-R
Die Wirkleistung P ist der Realteil von S: P = AR D)
(die Blindleistung @ der Imaginérteil: Q = %

Die Wirkleistung ist also eine Funktion von R. Das Maximum lésst sich
daher durch die Nullstellen der ersten Ableitung bestimmen.
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b 1 _ UJ* - 2[R* + (woL)Q] UI*R - 2(2R)
drR A[R? + (woL)*]?
U - [R? + (woL)*] — |U]°R - (2R)
2[R? + (woL)?]?
Nullstelle(n) des Zahlers:
0 = [UP-[R*+ (wL)’] - |UPR- (2R)
= [R*+ (wol)?] — R- (2R) = —R* + (woL)?
R? = (wyL)?
R = wylL

Substituieren von wyL in der Gleichung von P und einsetzen der gegebe-
nen Zahlenwerte:

100V2-10Q 1000
Pros = = W =2.5W
2(200922) 400
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Aufgabe 17

Gegeben ist der abgebildete Zweipol aus einer verlustfreien Spule mit der In-
duktivitdt L, einem verlustfreien Kondensator mit der Kapazitdt C' und einem
ohmschen Widerstand R.

o .
Xu{ R IL
o ¢

(a) Berechnen Sie die komplexe Impedanz Z(jw), d.h. die Schaltung von links
gesehen, den Realteil Re{Z(jw)} in allgemeiner Form, d.h. in Abhéngigkeit
von R, C, L und w.

Der Zweipol wird nun von einer Wechselspannung mit dem komplexen Effektivw-
ert U = (6 — j2)V und der Kreisfrequenz w; gespeist. Bei wy ist Z = (3 + j2)Q.

Bestimmen Sie:

(b) die reelle Amplitude 7 und die Phase ¢ des Stromes im Kondensator.
Hinweis : die Grundlagen dafiir vermittelt Kap. 4.4.

(c) die vom Zweipol aufgenommene Wirkleistung P, Blindleistung ¢ und Schein-
leistung S.
Hinweis : Lesen Sie eventuell hierzu Kap. 5.5.

Losung:

(a) Berechnen des Gesamtwiderstandes:

1 R jwL
= Zo+ (RlZ.) jwC ' R+ jwL
1 JwLR(R — jwL)

jwC (R4 jwL)(R — jwL)
1 jwLR(R - jwL)
S 2 2
wC R? + (wl)
R(wL)? ) wLR? 1
R+ w2 Y\ R+ (wl)? wC

(b) Betrag und Phase des Stromes kénnen auf zwei Arten bestimmt werden.
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i Q \/i( *‘72)
- Z (3+29
(6 — j2)(3 — j2) 18 — j12 — j6 — 4
ﬁ<3+j2><3—32>’4 VI A
= \1/35(14—318),4

i) Durch Erweitern des Bruches mit dem konjugiert-komplexen des
Nenners lassen sich direkt Betrag und Phase ablesen:

. 2 2
i = £\/142 1824 = £\/520A ~ 2.484
A 18
arg(I) = —arctan T2 ~ —0.91,44
ii) Zuerst werden Zahler und Nenner in Polardarstellung umwandelt.

Dann werden die Rechenregeln fiir die Division von komplexen
Zahlen angewandt:

[~>

U_V26-2V _ sVErotdCoaen(i)
27 B0 s patren(l)
\ﬁe §0.32p0q VADe 03t @ej(_o.gzmd—o.wmd)A

A / 6]0 59rad o 13

= 2.48¢/091rad g

(¢) Aus der komplexen Leistung S lassen sich Wirkleistung P und Blindleis-
tung @ ablesen. Daher zuerst die Berechnung von S:

IR P e o U
8 = JUI = V2U VoI =Ul" = 7
(62 + 2%) 40(3 + 52) 40 .
3- 2 (B—72)(3+42) 33 +i2)
120 80
= ([—=+j=]|VvA
(13 +‘713>
Die Scheinleistung ist ihr Betrag:
1202 4 802
=S| =/ ———VA~111VA
S =19] TR 14

Die Wirkleistung P ist der Realteil von S: P = 112§0W ~ 9.23W,
die Blindleistung @ der Imaginérteil von S: @ = Ovar ~ 6.15var
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Aufgabe 18

Gegeben sei folgendes Netzwerk:

Ug=5V

o«
o<«

=

(a) Nennen Sie 3 Regeln beim Umgang mit OP-Schaltungen.
(b) Stellen Sie die Knotengleichung fiir (K) auf.
(c¢) Bestimmen Sie U;; und U p, in Abhéngigkeit von I.

(d) Bestimmen Sie U und die Phase der Spannung U, am Ausgang fiir
U, =1mV, Ry = 25002 und C; = 63nF bei f = 10kHz.
Rechnen Sie zunéchst allgemein und setzen Sie erst zum Schluss die Zahlen-
werte ein.

(e) Wie verhélt sich die Phase der Spannung U,, wenn w gegen Null geht?

(f) Wodurch wird die Amplitude des Ausgangssignals limitiert und welchen
Wert kann sie im vorliegenden Fall maximal annehmen?

Losung:
(a) - keine Masche durch den OP
- Ud ~ 0

- keine Strome in den OP

(b) Die Knotengleichung fir K lautet: I+ Iy —Ipy =0
Da keine Strome in den OP fliessen (s.a) ist I = 0 und somit verein-
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facht sich der Term zu

Ie—1p, = 0
lC - lRQ

(c) Da I = 0 ist, fallt iiber der Spule keine Spannung ab, d.h. U;; = 0.

Die Spannung iiber Ro ldsst sich iiber das Ohmsche Gesetz bestimmen:
Upy = IRy R2

(d) Fiir die Bestimmung des Zusammenhangs zwischen Ein- und Ausgang
konnen Maschen verwendet werden.

Ug=5V

2

=

P i S

R
-
—_

~

Mp:U, = Rilp+ZpIy+ Rolp,
Mir:U, = Rolp,+Zcle=Rolp, +Zclp, = (Ro+Zc)lp,

Anwenden der Ergebnisse aus b) und Auflésen von M nach Ip,

U, = Rilp+Z;Iy+ Rolp,
= Rylp,(=Ug,)
U
I - =t
1R, Ry
Fiir Uc gilt dann:
U 1

U~=1 7= =¢. ~ —71mV
Lo=im Lo= R a0 Jjlm

Setzt man dies in M ein, so ergibt sich
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Ue
U, = (Re+Zo)lg, = (Ra+ ZC)E
Ro+Zo
u, = 2rfcy
Ya R Ye

Ro+ — iwCy Ry + 1 1
7301Qe _ MU _ +—— U,
Ro JjwC1Ra JwCi Ry

1
= (1-
< ij1R2>U€

Einsetzen der Zahlwerte

1
= (1 1
Ya < Jon 10kHz - 63nF - 2509) my
~ (1—-j71)mV

Der Winkel zwischen Real- und Imaginérteil von U, betragt somit —m /4
bzw. -45°.

(e) Dieser Aufgabenteil lasst sich mit Hilfe des Zwischenergebnisses aus d)
beantworten:
— 1
U, = (1 —J m) U
In diesem Term geht der Imaginéarteil fiir w — 0 gegen minus Unendlich
und die Phase daher gegen -90°.

(f) Die maximale Ausgangsspannung des OPs wird durch die Versorgungss-
pannung limitiert, in diesem Fall (s. Schaltbild) also £5V.




