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Musterlosung

Hinweise

Die Priifungsdauer betrigt drei Stunden. Es sind die nachstehend genannten neun Aufga-
ben zu bearbeiten. Benutzen Sie nur die vorgedruckten Bléatter, bearbeiten Sie die Aufgaben
auf getrennten Blattern und geben Sie auf jedem Blatt die Nummer der Aufgabe sowie Thre
Matrikelnummer deutlich an.

Verwenden Sie zur Bearbeitung einen dokumentenechten Stift und keine rote Farbe. Schrei-
ben Sie leserlich und vermeiden Sie, das vorgedruckte Doppelblatt zu beschriften. Aus Ihrer Aus-
arbeitung miissen der Losungsweg und die giiltige Losung eindeutig erkennbar sein, da
sonst das Ergebnis nicht gewertet werden kann.

Abzugeben sind Ihre in das Doppelblatt eingelegten und nach Aufgabennummer sortier-
ten Ausarbeitungen. Nicht abzugeben sind die Aufgabenblédtter, Ihre Formelsammlung sowie
Thr Konzeptpapier.

Zugelassene Hilfsmittel

Erlaubt sind ein beidseitig von eigener Hand mit Bleistift, Kugelschreiber, Fiiller o. A. beschrie-
benes A4-Blatt (Original, keine Kopie) sowie ein nicht-programmierbarer Taschenrechner.

Nach der Priifung

Das Ergebnis Ihrer Priifung erfahren Sie ab dem 21.04.2021 im Online-Notensystem. Details
zur Klausureinsicht finden Sie in Kiirze auf den Webseiten des Instituts. Dort werden wir auch
weitere Informationen zur miindlichen Nachpriifung finden.

Geben Sie diese Aufgaben nicht mit ab, sondern behalten Sie diese als Erinnerung fiir oben gegebene Termine.
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Aufgabe 1 (22 Punkte)

Gegeben sei ein gleichformiger Quantisierer mit K = 2 Quantisierungsniveaus und by.x = 1.
Das zu quantisierende Signal ist geméfl der Verteilungsdichte

l—a fir —1<b<0
fB(b)=<2a-b fir0<b<l1

0 sonst

verteilt, wobei % <a<l.

a)
b)

Geben Sie die Quantisierungsrauschleistung N in Abhéngigkeit von a an. (5 Punkte)

Fiir welches a wird das Signal-Rausch-Verhéltnis am Ausgang des Quantisierers maximal?
Geben Sie in diesem Fall den Signal-Rausch-Abstand an. (8 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben kénnen unabhdngig von den vorhergehenden Teilaufgaben bearbeitet
werden.

Es soll eine Folge von Symbolen x; mit dem LZ77-Verfahren codiert werden, um Wiederholungen
zu eliminieren. Die Symbole s; nach LZ77-Codierung werden anschlieBend mit einem zweiten
Code codiert, um eine Bitfolge zu erzeugen. Die Codierung der Symbole nach LZ77-Codierung
erfolgt mittels folgender Tabelle. Dabei sind auch die Auftrittswahrscheinlichkeiten der einzelnen
LZ77-Symbole angegeben.

Symbol s  Auftritts- Code
wahrscheinlichkeit

[0,0,,n¢] 0,2 111110

[0,0,,t“ 0,2 10

[0,0,,1¢] 0,2 11110

[0,0,,2“] 0,1 1110

2,5,,3“ 0,1 111111

[37 8’772“] 071 O

[1,2,,9°] 01 110
Besitzt der Code die Préfixeigenschaft? Begriinden Sie Ihre Antwort. (2 Punkte)
Berechnen Sie die mittlere Léinge L des Codes. (2 Punkte)
Sie empfangen die Bitfolge 11111010111100. Bestimmen Sie die urspriingliche Zei-
chenfolge nach LZ77-Decodierung. (8 Punkte)
Konstruieren Sie fiir die Symbole s eine Codierung mit Préfixeigenschaft und kleinster
mittlerer Wortlédnge. Geben Sie die dazugehorige Baumdarstellung an. (4 Punkte)

Welche mittlere Lange L erhalten Sie mit der von Thnen konstruierten Codierung? Geben
Sie die Redundanz der Codierung an. (8 Punkte)
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Losung
a) Fir diesen Quantisierer gilt A = 1 und mit byax = 1 ist by = —% = —% und by = —1—% =

—l—%. Die Quantisierungsrauschleistung setzt sich aus zwei Beitradgen zusammen:

Ny = /01 @ - b)QfB(b)db

/b
:2a/ (—b2+b3)db
0 \1

a

12 2
Ny — /_01 (—; —b) Fa(b)db

Zusammengefasst ergibt sich die Rauschleistung zu

1
N—Nl"‘NQ—ﬁ

und ist unabhéngig von a.

b) Die Signalleistung berechnet sich zu

1 0 1
S:/ b2fB(b)db:(1—a)/ bzdb+2a/ b3db
-1 -1 0

1 a

~37%

Der Signal-Rausch-Abstand wird maximal, wenn ¢ maximal wird, also flir a = 1 und er
betrégt in diesem Fall

c) Ja, der Code besitzt die Préfixeigenschaft, da kein Codewort dem Anfang eines anderen
Codewortes entspricht.

d) Die mittlere Lénge betréagt
L=02-6+02-2+02-5+0,1-4+01-6+0,1-14+0,1-3=4
e) Zuerst erfolgt eine Decodierung des Préfixcodes. Dieser liefert die Symbolfolge:

I:O? 0’ 77n“j|7 [07 07 77t“:| [07 07 771“] [3? 8’ 772“]
Nach LZ77-Decodierung ergibt sich

ntintintlint?2

f) Die kleinste mittlere Wortldnge ergibt sich mit der Huffman-Codierung. Eine mogliche
Codierung lautet:
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Symbol s  Auftritts- Code

wahrscheinlichkeit

[0,0,,n 0,2 01

[0,0,,t“] 0,2 000
[0,0,,1“ 0,2 001
[0,0,,2¢] 0,1 100
[2,5,,3“ 0,1 101
3,8,,2¢] 0,1 110
1,2,,9“ 0,1 111

O
{07 0777t“} [07 07771“] [07 0)572“] [27 57773“] [37 877’2“] [17 2777q“:|

g) Die neue Codierung fithrt zu einer mittleren Lange von
L=02-2+02-34+0,2-34+0,1-34+0,1-34+0,1-3+0,1-3=2_8
Die Entropie der Quelle berechnet sich zu

H(S)=-3-0,2-1ogy(0,2) —4-0,1-logy(0,1)
— 0,6 (1og(2) — logy(10)) — 0,4 - (logy(1) — logy(10)
= —0,6 + log,(10)
~ 2,72

Demzufolge betragt die Redundanz der Codierung

Rc =L — H(S) = 3,4 —logy(10) ~ 0,0781
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Aufgabe 2 (14 Punkte)

Sie empfangen ein reellwertiges Signal rgp(t), welches im Bereich der positiven Frequenzen
folgendes Spektrum aufweist:

Re{Rpp(f)} Im{Rpp(f)}

0,7 1,3 f/kHz 08 1,2 f/kHz

a) Zeichnen Sie das Spektrum Rpp(f) im Bereich der negativen Frequenzen. (2 Punkte)

b) Berechnen Sie das zugehorige Zeitsignal rpp(t). Geben Sie die komplexe Einhiillende k()
an. (5 Punkte)

c¢) Skizzieren und benennen Sie einen Aufbau, welcher zur Transformation des Signals rpp(t)
in den Basisband-Bereich verwendet werden kann. Erkldren Sie die Funktion aller relevan-
ter Elemente und spezifizieren Sie diese so genau wie moglich. (8 Punkte)

Nehmen Sie im Folgenden an, dass ein Signal s(t) = si(t) + j - sq(t) wie in nachfolgender
Abbildung entstanden ist.

o () f—— ()

\

ho(t)  —— sq(?)

Dabei ist w(t) eine Realisierung eines reellwertigen weilen Rauschprozesses mit Leistungs-
dichte % Die Impulsantworten hi(t) und ho(t) besitzen die Kreuzenergiedichte ngl ho(T) 1=

JZ00 ha(p)he(p + 7)dp.

d) Berechnen Sie die Kreuzkorrelationsfunktion ¢, s, (7). Geben Sie das Ergebnis in Abhén-
gigkeit von Ny und @EI hy (T) an. (4 Punkte)

Losung
a) Fir reellwertige Signale gilt: R(—f) = R*(f)

Re{Rpp(f)}

Al 1,2 0,8

Im{Rpp(f)}

f/kHz

_173 _077 f/kHZ
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b) Fiir eine bessere Ubersichtlichkeit werden Einheiten im Folgenden nicht angegeben. Das
Spektrum Rpp(f) kann dann beschrieben werden durch

RBp(f) =A. reCtﬁoo(f — 1000) + A- reCtG()o(f + 1000)
+ jB - rectyoo(f — 1000) — jB - rectyoo(f + 1000)

= 2A - rectgoo(f) * Bé(f +1000) + %5(]" — 1000)}

— 2B - rectgo0(f) * B(S(f + 1000) — %5(]‘ - 1000)}

l

rgp(t) = 2A - sinc(600 - t) - 600 - cos(27 - 1000 - t)
= ki(t)
2B - sinc(400 - t) - 400 - (— sin(27 - 1000 - £))

= kq(t)

Es handelt sich um ein Bandpass-Signal mit der Tragerfrequenz 1 kHz. Die komplexe Ein-
hiillende ist

k(t) = ki(t) + jkq(t) = 1200A - sinc(600 - ) 4 j - 8008 - sinc(400 - ).

¢) Um das Bandpass-Signal rgp(¢) in das Basisband zu transformieren, kann ein IQ-Demodulator
benutzt werden:

——@—{1r]

A

2 cos (2 frt)

ron(t) — =0 D— +0
7r‘/'2 :

¢ —
————[17]

Das Empfangssignal wird aufgeteilt, wobei es einmal mit einer Cosinus-Schwingung und
einmal mit einer Sinus-Schwingung gemischt wird. Beide kommen aus dem gleichen Os-
zillator mit einer Frequenz moglichst gleich der Tragerfrequenz, hier also fr = 1kHz. Die
Sinus-Schwingung wird durch eine 7/2-Phasendrehung des Signals aus diesem Oszillator
erzeugt.

Beim Mischen entstehen zwei Terme mit addierten bzw. subtrahierten Frequenzen der
beiden gemischten harmonischen Schwingungen. Da wir nur an letzterem Mischterm inter-
essiert sind, miissen wir noch ein Tiefpassfilter (TP) einsetzen, das den Mischterm mit den
addierten Frequenzen herausfiltert. Entsprechend miissen beide Tiefpassfilter eine Grenz-
frequenz kleiner der doppelten Tragerfrequenz abziiglich der halben Bandbreite des Ba-
sisbandsignals aufweisen. Idealerweise liegt die Grenzfrequenz so nahe wie moglich an der
Bandbreite des Basisbandsignals.
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d) Wir haben

Ps156(T) = E{S1(1)Sq(t — 7)}
=E{{W s ha)(@®)] - (W ho)(t — 7)]}

—E{/_O:O ha (W)Wt — ) dﬂ-/_o:o ha (V)W (t — 7 — 1) dzx}
_ /o:o /O:OE{W(t — Wt =7 — 1)} b (w)ha(v) dp dv
Mit der Substitution v = w + p ergibt sich
psisalr) = [ [ EW(E—n)W(t =7 —w— )} hhae + ) dp d
— [ ewwr )| [ b+ ) du de

= [ owwlr+w) e (w) dw

Fiir einen reellwertigen weilen Rauschprozesses gilt oww (1) = % -d(7), und es folgt

N
psisa(r) = [ 5P -8(r+w) o, ) do

oo 2
No
= 5 @Elhg(_’r) .

2
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Aufgabe 3 (18 Punkte)

Sie mochten gleichverteilte Bits iiber einen AWGN-Kanal mittels QAM iibertragen, wobei exakt
4 Bit pro Symbol iibertragen werden und eine Datenrate von 20 % erreicht werden soll.

a) Welche Gréle muss das Modulationsalphabet M zur Ubertragung besitzen? (1 Punkt)

b) Bestimmen Sie die Menge M der Symbolpunkte, wenn die Symbolenergie auf Fs = 2 nor-
miert sein soll. Skizzieren Sie das Konstellationsdiagramm. Achten Sie auf eine vollstdndige
Beschriftung! (4 Punkte)

c) Nennen Sie einen Vorteil der M-QAM im Vergleich zur M-PSK fiir M > 8. (2 Punkte)

Als Sendefilter wird eine Rechteckpulsformung der Symboldauer 7" mit g(¢) = arecty(t) und
dem Skalierungsfaktor oo € R genutzt.

d) Berechnen Sie das akausale Matched-Filter h(t) sowie das akausale Gesamtfilter ho(t) =
g(t) *h(t) und den Normierungsfaktor o, wobei im Abtastzeitpunkt die Kette aus Pulsfor-
mungsfilter und Matched-Filter das zu tibertragende Signal um den Faktor 27" skalieren

soll. (4 Punkte)

e) Berechnen Sie die Symboldauer T, die notwendig ist, um die geforderte Datenrate genau
zu erreichen. (2 Punkte)

Fiir eine robustere Ubertragung nutzen Sie nun BPSK mit den Symbolen ¢; = —1 und cp = +1.

Die reellwertige Storung des Kanals sei gauBverteilt mit A/(0; %) Aus einer senderseitigen Sta-
tistik stellen Sie fest, dass Po(c1) = 1 betréigt.

f) Bestimmen Sie die optimale MAP-Entscheidungsschwelle 6. (5 Punkte)

Losung

a) Um m = 4 Bit pro Symbol zu iibertragen, werden 2™ = 2% = 16 Symbolpunkte benétigt.
Somit muss zur Ubertragung eine 16-QAM genutzt werden.

b) Es sollen die Symbolpunkte der 16-QAM berechnet werden, fiir welche die Ubertragung

eine normierte Symbolenergie von Es = 2 aufweist. Die Symbolpunkte sind wie folgt
gegeben:
cQ
A
° ° ° °
3a
° ° Y 0
a
» C1
° ° ° °
° ° ° °
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Mit gleichverteilten Bits ergibt sich die Auftretenswahrscheinlichkeit der Symbole zu Po(c;) =
1—16. Die Energie lasst sich zu

IM|=16
Es = Z PC(C’i) . |Ci|2
=1

::gi<(“2*‘a2)%—(az-%(Ba)2)+-((3a)2+-a2)-%((3a)2+—(3ayﬁ)
-

- )

= 10a?

bestimmen. Um FEg L2 erfillen, muss

_ B 2 \F _ V5
““Vio Vi~ Vs T 5
Die Menge der Symbolpunkte ergibt sich zu
S—{m 1+'n1} mit m,n € {+1, +3}
\/S J ’\/S ) ) *

Das Konstellationsdiagramm ergibt sich zu:

cQ

5 A
° o = ° °
° o - ° °

t t » CI
_ 3 1 1 3
° o - ° °
_ 3

° o > ° °

c¢) Ein Vorteil der QAM liegt darin, dass diese bei einer festen normierten Symbolenergie F
groflere Abstinde zwischen den einzelnen Symbolpunkte als die gleichstufige PSK besitzt.
Sie ist somit robuster gegen AWGN.

d) Das Sendefilter ist zu g(t) = arecty(t) gegeben, somit folgt fiir das Matched-Filter h(t) =
arecty(koT —t). Da das akausale Matched-Filter gesucht ist, kann kg = 0 gewéhlt werden.
Aus der Symmetrie der Rechteckfunktion kann es zu

h(t) = arect(t)
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bestimmt werden.

Das Gesamtfilter berechnet sich zu
ho(T) = g(t) * h(t)

:/ h(r —t)dt

=a? /rectT (t) - recty (T —t)dt

Es ist erkennbar, dass zwei y-achsensymmetrische Rechtecke der Breite T' gefaltet werden
miissen. Die Faltung zweier Rechtecke der Breite T' ergibt ein Dreieck der Breite 27

Da beide Dreiecke identisch sind, ergibt sich der Peak der Faltung fiir 7 = 0:

ho(T = 0) = g(t) * h(t)

Die Skalierung des zu iibertragenden Signals im Abtastpunkt entspricht der Normierung
der Hohe des durch die Faltung erzeugten Dreiecks:

ho(r = 0) = 2T
& o?T =2T
Sa=vV2

Das akausale Gesamtfilter ergibt sich zu:

ho(t) = 2T — 2Jt| fur [¢|<T
0= 0 sonst.

o7 ho(t)

t/T

Hinweis: Die Skizze ist nicht gefordert! Sie dient nur der Veranschaulichung.

e) Es soll eine Datenrate von 20 % erreicht werden. Da eine 16-QAM mit m = 4 genutzt
wird, werden 4 Bit durch ein Symbol {ibertragen. Somit muss die Symbolrate

i20 kbit _ 5000 Symbole
m S s

10 / 35



erreicht werden. Die Symboldauer kann zu

= = 2
50005 0,2ms

bestimmt werden.

Es wird nun BPSK mit Po(c; = —1) = 4 genutzt. Das Rauschen ist rein reellwertig und
mittelwertfrei mit der Rauschleistung o2 = %

Die Verteilungsfunktion des Rauschens ist zu

Fn) = "
n) = exp | —=—
N V2mo? P 202
gegeben. Z sei die Zufallsvariable, welche das Empfangssignal beschreibt. Die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen fzc(z[c1) und fzc(z|c2) ergeben sich zu:

> 2
friolel = —1) = <= ex (—( ut )

2
fZ|C(Z|C2 = —l—l) = 2129Xp (_ (22021) )

Anwenden der MAP-Regel

frio(zler = —1)Po(cr = —1) 92 fyo(zles = +1)Po(cr = +1)

fz(2) 0ze, fz(2)
fir fz(z) >0
OZCQ
fric(zles = =1 Pe(cr = =1) = fzo(zlea = +1)Polca = +1)
C=c;

Aufstellen der Likelihood-Ratio:

faic(zla = —1)Po(c = —1) 9=

<
= 1
fzio(zlea = +1)Po(c2 = +1) .=

A(z) =

Einsetzen der bekannten GréBen und Po(c;) = + sowie Po(co) =1 — Po(cr) = 2t

ci=—1)FPo(cg =-1 C=cy
AQz) = fzic(zla )Pc(c ) ="
fzio(zlea = +1)Po(c2 = +1) .=
1 (+D?) 1 oo
o Y2r? eXp( 207 ) 1 02 1
1 oy (7(z 1)2 )_; >
Vano? P 252 i C=q
2 N
e G ) (Zi? ) oz,
T e (-5 ) oZa
_ 1 2 é:CQ
<:>exp< (2 )> ; 3
o
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Umschreiben und Anwenden des natiirlichen Logarithmus auf beiden Seiten:

(2 1)+ (2 —1)% O

572 E In(3)
C=cy
—2z CZCQ
7 A; ln(3)
C=cy
Mit 02 = % ergibt sich:
-2z éZCQ
(T) A; 1n(3)
2 ) C=c
é—CQ
—4z = In(3)
C=c
C’ZCl
z = —0,275
é:CQ

Die optimale MAP-Entscheidungsschwelle liegt bei § = —0, 275.
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Aufgabe 4 (16 Punkte)

Gegeben ist ein Wiederholungscode der Liange n, wobei n ungerade ist. Die durch den Wie-
derholungscode erzeugten Codeworter werden iiber einen symmetrischen Bindrkanal (BSC) mit
einer Fehlerwahrscheinlichkeit § < 0,5 iibertragen. Dieser wird mittels Maximum-Likelihood-
Verfahren (ML-Verfahren) decodiert.

a) Beschreiben Sie, wie der ML-Decoder fiir den gegebenen Wiederholungscode entscheidet,
wenn Sie eine Bitfolge der Lange n empfangen. Wie wire der ML-Decoder einfach zu
realisieren? (2 Punkte)

b) Geben Sie einen Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit an, dass ein Codewort falsch decodiert
wird. (2 Punkte)

c) Nunseid > 0,5. Wie édndert sich die Entscheidungsvorschrift des ML Decoders? (2 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben kénnen unabhdngig von den vorhergehenden Teilaufgaben bearbeitet
werden.

Gegeben ist nun die Generatormatrix G eines (n, k)-Blockcodes.

1 10
G=|010
1 11

S = O

10
11
01

Die Ubertragung findet weiterhin iiber einen BSC mit 6 < 0,5 statt.

d) Geben Sie die Coderate r an. (1 Punkt)
e) Geben Sie die Paritycheckmatrix H des Codes an. (8 Punkte)
f) Wieviele Ubertragungsfehler ¢ kann der vorliegende Code korrigieren? (8 Punkte)
g) Nach Ubertragung iiber den BSC empfangen Sie die Folge y = (0 1 0 0 1 0). Berechnen

Sie das Syndrom s und bestimmen Sie das am wahrscheinlichsten gesendete Codewort &
nach Hard-Decision. Kénnen Sie mit Sicherheit sagen, dass das bestimmte Codewort &
dem gesendeten Codewort entspricht? (8 Punkte)

Losung

a) Der BSC verfélscht ein gesendetes Bit mit einer Wahrscheinlichkeit von § < 0,5.

Der ML-Decoder vergleicht das Empfangswort mittels des Hamming-Abstands mit beiden
Codeworten des Codes. Wenn das Empfangswort mehr als n/2 ,1“en enthélt, ist es néher
am Codewort (1 1 ...1) und dieses wird entschieden. Im anderen Fall wird das Null-
Codewort entschieden.

Fiir einen Wiederholungscode der Lénge n, wobei n ungerade ist, wird auf eine ,,0“ als
gesendetes Bit entschieden, wenn die Anzahl der empfangenen ,,0“-en groer als [ 5] ist.
Andernfalls wird auf eine ,, 1% als gesendetes Bit entschieden. Eine einfache Realisierung

dieser Entscheidung ist eine ,Mehrheitsentscheidung®.

b) Ein Codewort wird falsch decodiert, wenn bei der Ubertragung mindestens [%] Fehler
auftreten. Die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnet sich zu

n l5]
> (G)ra-or=a-x(f)ra-or

i=[2] i=0
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Fir 6 > 0,5 wird ein gesendetes Bit ofter verfdlscht als korrekt iibertragen. Der ML-
Decoder entscheidet nun auf eine gesendete ,,0“, wenn am Empfinger mehr ,1“-en als
,0’en empfangen werden und umgekehrt.

Da die gegebene Generatormatrix k& = 3 Informationsbits in n = 6 Codebits abbildet,

besitzt der vorliegende Code die Coderate r = % = %

Um die Paritycheckmatrix H zu berechnen, muss zuerst die Generatormatrix in ihre sys-
tematische Form, G = (I}, P), gebracht werden.

110010 10010
G = 101 11|22 01011 1
11 1 1 111001
100101 10010 1
Zs=Zst 2 10111 |ZZE2 010011
101 1 1 001011

Hieraus ergibt sich die Matrix P zu

1 01
P=1111
011
Die Paritycheckmatrix ldsst sich durch H = (PT 1 n—k) bestimmen:
110100
H=]011 010
1 110 0 1

Die Generatormatrix ist nicht eindeutig. Ein weiterer Weg wére durch Tauschen der Spal-
ten und anschliefende Addition zweier Zeilen wie folgt gegeben:

11001 100110
G=|010111|"=2]010111
1 1 1 101101
100110
Zs=Zst 10111
001011
110100
H=|111010
011001

Durch diese Form der Generatormatrix werden andere Codeworter konsturiert als mit der
ersten Form. Die Korrekturfahigkeit des Codes bleibt aber erhalten.

Um die Anzahl ¢ der korrigierbaren Fehler zu bestimmen, muss der minimale Hammingab-
stand des Codes bestimmt werden. Hierzu miissen alle Codeworter und deren Hammin-
gabstand zum Nullwort bestimmt werden:

14 / 35



u

r =uG

QL
jast

=]
N—

000
001
011
010
110
111
101
100

000 000
001 011
011 100
010 111
110 010
111 001
101 110
100 101

Lo e o W w OfR

Der minimale Hammingabstand ist dpy, = 3. Die Anzahl der korrigierbaren Fehler des

Codes lasst sich durch

zu t = 1 bestimmen.

dmin > 2t +1

Um das am wahrscheinlichsten gesendete Codewort nach Hard-Decision zu bestimmen
muss eine Syndromdecodierung durchgefiihrt werden. Hierzu wird aus dem Empfangsvek-
tor y = (0100 10) und der Paritycheckmatrix H das Syndrom s = Hy"T berechnet:

—_ O

= =
_ = O

S O =

O = O
_— o O
O = O O = O

Das Syndrom bestimmt sich zu s = (101). Dies entspricht der ersten Spalte von H und
suggeriert, dass das erste Bit falsch tibertragen wurde. Das am wahrscheinlichsten gesen-
dete Codewort bestimmt sich zu & = (1100 1 0).

Die Codierung ist nicht notwendigerweise korrekt, da bei einer fehlerhaften Ubertragung
von mehr als zwei Bit unter Umstédnden ein falsches Codewort bestimmt wird.
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Aufgabe 5 (16 Punkte)

Sie verwenden einen Faltungscodierer der Rate %, dessen Zustandsraumdiagramm 4 Zusténde
besitzt. Das den Faltungscodierer beschreibende Schieberegister ist mit (vi;v2) = (0;0) initiali-
siert.

Dieser Faltungscodierer erzeugt aus der Eingangsfolge u; = (10100) die Codefolgen xgl) =
(01111) und :1:,52) =(10001). Die Codebits x,@ werden {iber eine Verkniipfung gemé8 go(z) =
1 + 22 erzeugt.

a) Bestimmen Sie das Polynom, welches die Erzeugung von xgl) beschreibt. Thr Losungsweg

muss klar ersichtlich sein. (2 Punkte)
Wenn Sie Teilaufgabe a) nicht 16sen konnten, rechnen Sie im Folgenden mit gy (x) = x + 2.

b) Geben Sie die Schieberegisterdarstellung und die Zustandsraumdarstellung des Faltungs-

codierers an. (4 Punkte)
c) Erstellen Sie die Trellis-Darstellung des Codes fiir die ersten fiinf Taktschritte und be-
schriften Sie die Ubergéinge vollstindig. (8 Punkte)

d) Am Empfinger beobachten Sie nach der Ubertragung der Bits mittels BPSK iiber einen
AWGN-Kanal am Ausgang des Matched-Filters die Empfangsfolge

yt:(+0,8 11,1 -01 —-1,0 —0,7 —05 +0,8 —0,9 —0,1 +0,1)

Decodieren Sie die gesendete Folge mit Hilfe des Soft-Decision Viterbi-Algorithmus. Achten
Sie auf eine vollstdndige Beschriftung Ihrer Losung, so dass der Losungsweg klar ersichtlich

ist. (5 Punkte)

e) Begriinden Sie, inwieweit sich Thr Decodierergebnis éndern wiirde, wenn der Code termi-

niert wére. (2 Punkte)
Losung

a) Aus den Informationen folgt der Ansatz

xgl) = aus + bus_1 + cup_o

und daraus mit Einsetzen:
0=a-140-04¢c-0=>a=0
l1=a-04+b-14+c-0=0=1
l=a-14+b-04+c-1=c=1
(1)

Somit ist z; / = u;_1 + u_2 und das Generatorpolynom lisst sich zu gi(z) = = + z?
bestimmen.

b) Es ergeben sich die Registerdarstellung

w o -1 o 1

i
)

oA
2
B— o
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und die Zustandsraumdarstellung:

(1) @) _

Ly 5 Ty

0 1 2 3 4 5)

0]

d) Wir verwenden den Trellis aus der vorherigen Teilaufgabe:

0 1 2 3 4 5
Yt +0,8 +1,1 -0,1 -1 —0,7 0,5 +0,8 —0,9 —0,1 40,1
1.9 0.8 0.0 3.1 5.7
00 00 = 00 00 =00 )
[00] o o— - / / /
O7~~.
1) T
— =0
------ > U = ].

17 / 35



Der Pfad mit maximaler Metrik hat das Endgewicht 5,9, sodass die Riickverfolgung die
decodierte Codebitfolge (00 01 11 01 10) und damit die decodierte Datenfolge (01101)
liefert.

e) Wenn der Code terminiert wére, so wiisste der Decoder, dass am Ende der Zustand (00)
erreicht sein muss. Die Decodierung wiirde die Datenfolge (01100) liefern.

(Der Unterschied ist in diesem Fall nicht gravierend, da die beiden Pfade im vorletzten
Taktschritt tibereinstimmen.)
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Aufgabe 6 (16 Punkte)

Gegeben ist das folgende Blockdiagramm eines BPSK-Ubertragungssystems mit einem gedécht-
nislosen Kanal:

BPSK Quant. (K = 2)

z€{0,1} —| (—1) —t{?—r~ j sy e {-1,+1}

n

Die Schwelle des Quantisierers liegt bei 0; das symmetrisch verteilte Rauschen besitzt die Ver-
teilungsfunktion
%eln@)'” firn <0

Fy(n) = {1 — 2=+ fijr n > 0.

a) Zeichnen Sie das diskrete gedéchtnislose Kanalmodell. Achten Sie dabei auf eine vollstéan-
dige Beschriftung und geben Sie alle Ubergangswahrscheinlichkeiten an. (2 Punkte)

b) Geben Sie die Kanaliibergangsmatrix an und bestimmen Sie die Kapazitidt. Geben Sie
auflerdem die zum Erreichen der Kapazitit notwendige Eingangsverteilung P(X = 0) und
P(X =1) an. (3 Punkte)

c) Sie ersetzen den Quantisierer durch einen mit der Abbildungsvorschrift

Y
+1 + —
-1 r<-1
y=+<0 —-1<r«i1 -1 >
+1 1< +1 7
—_ 11

Zeichnen Sie das diskrete Kanalmodell zwischen X und Y. Berechnen Sie die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten und tragen Sie diese in das Diagramm ein. (8 Punkte)

d) Berechnen sie alle auftretenden Informationsdichten i(zy;yy,) und die Transinformation
I(X;Y) fir den modifizierten Quantisierer. Nutzen Sie hierfiir die in Teilaufgabe b) be-
rechnete Eingangsverteilung. (6 Punkte)

e) Durch einen Produktionsfehler fallt die mittlere Quantisierungsstufe aus. Die Quantisie-
rung lautet somit

+1 —

{—1 r<l1
Yy = 1 >

-1

Sie senden nun Symbole X € {0,1} mit P(X =0) = o und P(X = 1) = 1 — . Berechnen
Sie das «a, das die Wahrscheinlichkeit minimiert, auf ein y zu entscheiden, das nicht dem
gesendeten ¢ = (—1)* entspricht. (2 Punkte)
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Losung

a) Ubergangswahrscheinlichkeiten:

P(Y =+1|X =0) = P(N > —1)
=1-P(N<-1)=1-Fyn(-1)

_ 1 _ Lom@- i
=1-3e = Y =1
ot 3

2 1

1
PY=-1[X=0)=1-PY =+1|X =0) =

P(Y = +1|X = 1) = P(N > 1)
—1-P(N<1)=1- Fy(1)
—1- (1 - 2—<1+1))

:2—2:1

4
3
PY=-1X=1)=1-PY =+1|X =1) =

b)

3 1
11
4 4

Da jede Spalte von P eine Permutation jeder anderen Spalte ist und die Zeilensummen
identisch sind, ist der Kanal schwach symmetrisch. Aus dieser Symmetrie folgt: P(X =
0) = P(X =1) = 1 und somit

C = logy(M Z jlog, (P

_H%l ()+h (1)

3 3 1
=1+ 1 logy(3) — 1 logy(4) — 1 logy(4)

3
~ 1 logy(3) — 1
~ 0,1887
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c¢) Ubergangsdiagramm: Zwei verschiedene Eingaben in den Kanal, drei mégliche Ausgénge.

L2 Y =+1
X=0&T=+1 ” 3 STEN> 1
1/ . Y =0
1/8 & -1<T+N<1
3/s Y — —
pr— = — ;.
X=leT 1 1/ ST+ N< -1

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten ergeben sich durch:

PY =+41|X=0)=P(T+ N > +1|T = +1)
(N >0)=1- Fy(0)

P(Y = —1|X =0)

P
1
~2
P(T+ N < —1|T = +1)
P(N < —2) = Fy(-2)
1
]

1.1 3

1

P(Y =—1]X =1)=Fy(0) = 5
1
P(Y = +1X =1) =1-Fy(2) = ¢
1 1 3
PY=0X=1)=1--—--="2

d) Definition Informationsdichte:

PlY =yn|X =x,)
P(Y = ym)

i(xn§ ym) = i(ym; wn) = logQ

Benétigte Ausgangswahrscheinlichkeiten mit P(X = 0) = P(X = 1) = 3

P(Y = +1) = P(X =0) + P(X = 1) = -
P(Y = 1) = P(X =0)5 + P(X = 1); = P(Y = +1) = -
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Berechnung der Informationsdichten i(zy; ym):

1

i(0; +1) = logy 2 = log, ; log, 156 —log,(2) — logy 5 + logy(16) = 3 — logsy 5
16
3 1 5

i(0; —1) = logy £ =log, - S —logy — 6= —log,(8) —logy 5+ logy(16) = 1 — logsy 5
1

i(1;—1) =logy 2 =3 —log, 5
16
1

i(1;+1) =logy & =1 —log, 5
16
3

i(0;0) =logy 3 =0
8
3
i(1;0) =logy 5 =0
8
=)+ o] -1
3—logyd | 0] 1—logyd
1 1—1logy5 | 0| 3—1logyb

I(X:Y)= > ) P(X=gzY=yi(zy)
ye{+1,0,—1} z€{0,1}
= Z Z PY =ylX =2) P(X =x)i(z;y)

ye{+1,0,—1} z€{0,1}

1
-2

- %(P(Y = +1|X = 0)i(0;+1) + P(Y = +1|X = 1)i(1;+1) + P(Y = 0|X = 0)i(0;0)
+ P(Y = 0|X = 1)i(1;0) + P(Y = —1|X = 0) (0;—1) + P(Y = —1|X = 1)i(1; —1))

1/1 1
:2(2(3—log25)+8(1—log25)+8 O—l—g 0+8(1—log25)+2(3—10g25)>
1 1
25(3—10g25)—|—§(1—log25)
13 5
=g " gloed

e) Fehlerfille: 1 =0—y=—-1,z=1—y=+1

Pe(a)=P(Y =-1|X =0)- P(X =0)+ P(Y = +1|X = 1) - P(X = 1)
=Fyn(0)-a+(1-Fn(2) (1-a)

_(1 1>+1
—*\278)7"%

Da Pg(«) eine lineare, streng monoton steigende Funktion ist und 0 < o < 1 gelten muss,
ist aopy = argmin, Pr(a) = 0.
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Aufgabe 7 (14 Punkte)

Sie vermessen einen Mehrwege-Kanal, wobei die in der Tabelle dargestellten Werte die Ddmp-
fung a in dB sowie die Distanz d in km der verschiedenen Pfade wiedergibt. , Tx“ ist der Sender
und ,,Rx“ ist der Empfianger. Das Szenario kann als stationdr angenommen werden. Die Aus-
breitungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Welle sei zu ¢y = 3 - 103 < gegeben. Nehmen
Sie an, dass die reflektierenden Materialien derart sind, dass keine Phasendrehung auftritt und
dass die Pfadldngen ganzzahlige Vielfache der Wellenlénge sind.

Pfad a/dB d/km
1 000 03

2 6,00 12
32000 18
4 12,00 15

a) Bestimmen Sie die Kanalimpulsantwort h(¢) des Kanals im dquivalenten Basisband. Stellen
Sie h(t) so dar, dass der kiirzeste Pfad keine Verzogerung aufweist. (8 Punkte)

b) Berechnen Sie den Frequenzgang H(f) des Kanals im dquivalenten Basisband. (2 Punkte)

c) Bestimmen Sie den Delay-Spread Tpg sowie Doppler-Spread Bpg des gegebenen Kanals.
Begriinden Sie Ihre Ergebnisse! (2 Punkte)

Die Impulsantwort ho(t) der Kombination aus Sende- und Empfangsfilter erfiillt ho(kT) =

holk] = 30[k] in den Abtastpunkten ¢t = kT mit 7 = 1ps. Weiterhin kann der Kanal als

rauschfrei angenommen werden und das gewéahlte Modulationsverfahren ist BPSK.

d) Sie mochten die diskrete Symbolfolge
k)= (-1 +1 +1)

senden. Bestimmen Sie die Impulsantwort h[k] des diskreten Kanalmodells sowie die dis-
krete Empfangsfolge r[k] nach Empfangsfilterung. (5 Punkte)

e) Nun empfangen Sie die Folge
rlk] = <+0,5 -0,5 40,5 40,25 —0,125 +0,175 40,075 —1—0,05) )
wobei alle Empfangswerte danach und davor Null sind. Sie wissen, dass 3 Symbole ge-

sendet wurden. Bestimmen Sie die Sendefolge c[k] und begriinden Sie ausfiihrlich Thren
Losungsweg! (2 Punkte)
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Losung

a) Um die Kanalimpulsantwort h(¢) im Basisband zu bestimmen, muss fiir jeden Pfad 7 die
in der Tabelle gegebene Dampfung a|qp,; in den linearen Wert sowie die gegebene Distanz
in die zeitliche Verzogerungen 7; umgerechnet werden. Mit

—aldap d

aliin = 10720 und 7, = —
Co

folgt

Pfad i alin; 7ips]

1 1 1,0
2 3 4,0
3 5 6,0
4 : 5,0

Da h(t) so dargestellt werden soll, dass der kiirzeste Pfad, hier Pfad 1, keine Verzogerung
aufweist, ist fiir die Kanalimpulsantwort die Differenz der Pfade zum kiirzesten Pfad von
Interesse:

h(t) = Zallin,i5(t — (1 — 1))

%

1 1 1
=0(t) + 56(7& —3ps) + Zé(t —4ps) + 1—05(t — 51s)

b) Aus dem Verschiebungssatz der DFT mit
S(t—7) o—e eTIIT sowie h(t) o—e H(f)

lésst sich der Frequenzgang des Kanals zu

1 _. 1 _. 1 .
H(f):1+§e7J27rf-3ps+Zefﬂﬂf-llps_i_ﬁefﬂﬂ'fﬁps

bestimmen.

c¢) Der Delay-Spread ist definiert als die Zeitdifferenz des kiirzesten Pfades zum langsten Pfad.
Er ergibt sich zu Tps = 73 — 71 = Hps.
Da das Szenario als stationér angenommen werden kann, &ndert sich weder die Position des
Senders, des Empféngers, noch der reflektierenden Objekte. Somit dndert sich der Kanal
iiber die Zeit nicht und kann als zeitinvariant angenommen werden. Da der Doppler-Spread
Bps das Inverse der Kanalkohérenzzeit T¢ ist, kann dieser zu Bpg = 0 bestimmt werden.

d) Es soll nun der diskrete Kanal betrachtet werden. Hierzu muss die Impulsantwort des
diskreten Kanals betrachtet werden, welche sich zu h[k] = ho[k] * h[k] ergibt. Da hg[k] =
36[k] im Abtastpunkt gilt sowie Sendefilter und Matched-Filter so gew#hlt sind, dass sie
keine Intersymbolinterferenz erzeugen, ist k] = 1h[k]. Die Kanalimpulsantwort des mit

— 2
T = 1 ps diskretisierten Kanals ergibt sich zu
Bk =(3 00 1 L &),

Die Empfangsfolge r[k] berechnet sich tiber die Faltung der Sendefolge mit der gegebenen
Kanalimpulsantwort



wobei L die Lange von h[k] sei.
Die einzelnen Empfangssymbole berechnen sich zu

r{0] = Rl0lelo] = 5 - (~1) = —
) = Aol = 5 1=
rf2) = BloJef2) = 5 1= 5
- 1 1
r[3] = hlglelo] =+ - (-1) = -1
r[4] = RI3Jel1] + Bldlel0] = 3 14 5 (~1) = ¢
r[5] = h[3]e[2] + hl4]e[1] + h[5]c[0] i + é - 2—10 - % - %
- - 1 1
716 = Rllef2] + hl8]le1] = ¢ + oo = %
r[7] = A[5]e[2] = 2%
Die Empfangsfolge r[k| lasst sich zu
k)= (-3 +5 +3 -1 +§ t8 +5 tm)
bzw.
ik = (<05 +05 405 —025 +0125 +0325 +0,175 +0,05)
bestimmen.

Da die Empfangsfolge aus M = 8 Werten besteht und die diskrete Kanalimpulsantwort
h[k] aus L = 6 Werten besteht, muss die Sendefolge N = M 41 — L = 3 Werten bestehen.
(Eine Faltung einer Folge der Lénge L mit einer anderen Folge der Lédnge N resultiert
in einer Folge der Linge M = N + L — 1.) Da in der diskreten Kanalimpulsantwort h[k]
das erste Tap h[0] # 0 und das zweite bzw. dritte Tap h[1] = A[2] = 0 ist, kann aus
den ersten drei Werten der Empfangsfolge die Sendefolge abgelesen werden. Dabei ist zu
beachten, dass durch holk] = 16[k] im Abtastpunkt die Empfangsfolge noch mit dem

Faktor 2 multipliziert werden muss. Die Sendefolge bestimmt sich zu
k)= (+1 -1 +1).

Anmerkung: Das Aufstellen eines linearen Gleichungssystems wie in der vorherigen Auf-
gabe fithrt auch zum Ziel.
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Aufgabe 8 (12 Punkte)

Sie untersuchen den WLAN-Standard TEEE-802.11n, welcher OFDM als Mehrtrégeriibertra-
gungsverfahren nutzt. Bei Ihrer Recherche finden Sie folgende Parameter des Standards:

o Tragerfrequenz: fr =5GHz

o Untertriagerabstand: Af = 312,5kHz

« Anzahl der mit Symbolen belegten Trager: Nyelegs = 108

e Anzahl der mit Nullen belegten Trager: Nyy = 20

e Dauer eines OFDM-Symbols inklusive zyklischem Prafix: Tges = 4 pis

o Digitales Modulationsverfahren: 64-QAM

2

Weiterhin wird zur Kanalcodierung ein Code mit der Rate r = § eingesetzt.

a) Berechnen Sie Sie Anzahl der Stiitzstellen der IDFT beziehungsweise DFT, die Dauer eines
OFDM-Symbols exklusive zyklischem Prafix Tyt sowie die Dauer des zyklischen Prafix Tp.
(8 Punkte)

b) Berechnen Sie die maximal mégliche Systemdatenrate Ryt (8 Punkte)
Die folgende Aufgabe kann unabhdngig von den vorhergehenden Aufgaben bearbeitet werden.

Sie nutzen nun ein OFDM-System mit N = 4 Untertrégern, von denen alle mit BPSK-Symbolen
belegt sind. Das zyklische Prifix betrage 25% des OFDM-Symbols exklusive zyklischen Prifix.

c) Berechnen Sie das zu iibertragende Zeitsignal s[n]|, wenn Sie die Datenfolge
en]=(+1 -1 -1 -1 +1 -1 -1 -1)

senden mochten. (6 Punkte)

Losung

a) Die Anzahl der Stiitzstellen der IDFT bzw. DFT entspricht der Anzahl der Untertréger.
Diese lasst sich aus der Anzahl der mit Symbolen belegten Tréger sowie der Anzahl der
mit Nullen belegten Triager berechnen:

N = Nbelegt + Nnul = 108 4+ 20 = 128

Aus dem Untertriagerabstand Af ldsst sich die Zeitdauer des OFDM-Symbols exklusive
zyklischen Prafix berechnen:

1 1

T = = —
M™ A~ 312,5kHz

=3,2ps

Da ein OFDM-Symbol inklusive zyklischem Préfix Tyes = 411s dauert, berechnet sich die
zeitliche Dauer des zyklischen Préfix zu

Tp =Tges — T =4ps —3,2ps = 0,8ps.
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b)

Da fiir jedes OFDM-Symbol nur Npelegr Untertriager mit Symbolen belegt werden, berech-
net sich die Symbolrate des OFMD-Systems zu

1

Ryym = ————

- V) belegt

Durch Nutzung einer 64-QAM als Modulationsverfahren mit M = 64 Symbolpunkten,
werden logy (M) = 6 Bit zu einem Symbol zusammengefasst. Weiterhin wird eine Kanal-
codierung der Rate r = 2 eingesetzt. Die maximal mogliche Systemdatenrate ergibt sich

3
zu

Ry = Rsyrn log, (M)?“
_ Nbelegt 1
Tp +Tm
108
=—1 64
Aps 0gy(64)

— 108 Mbit /,

ogy(M)r
2
3

Da die Sendefolge c[n] aus 8 zu sendenden Symbolen besteht und das OFDM-System N = 4
Untertrager besitzt, miissen zwei OFDM-Symbole berechnet werden. Die Sendefolge ldsst
sich aufteilen in

afp]=(+1 -1 -1 =1) ep]=(+1 -1 -1 -1).
Daraus ergibt sich die Belegung der Untertrager &,k € {0, 1,2, 3} fiir das OFDM-Symbol

{ zu

alt=1]=(+1 -1 -1 -1) aft=2]=(+1 -1 -1 -1).
Da die Belegung der Untertrager fiir beide Signale gleich ist, geniigt die Berechnung des
Zeitsignals fiir ¢x[¢ = 1]. Mittels der IDFT aus der Formelsammlung

1 M-—1 )
2lk] = IDFT{X,} = - > X, ed2m
n=0
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berechnen sich beide Zeitsignale zu
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Die beiden Zeitsignale ohne zyklisches Préfix ergeben sich zu
s1in] = (—% +3 +1 —i—%) so[n] = (—% +3 +3 —|—%) )

Da das zyklische Prifix 25% des OFDM-Symbols exklusive zyklischen Préifix betragt, miis-
sen das letzte Sample der erhaltenen Zeitfolgen als zyklisches Prifix den errechneten Zeit-
folgen vorangestellt werden. Fiir die gesamte Sendefolge ergibt sich
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Aufgabe 9 (12 Punkte)

Sie iibertragen zwei Symbole mit Hilfe des Alamouti-Verfahrens und empfangen an der Emp-
fangsantenne die beiden folgenden Symbole:

r[1] =0
r[2] = -4 —§j.
Die beiden Kanalkoeffizienten lauten
hi=1+]
ho=1-—]

a) Rekonstruieren Sie die beiden Sendesymbole ¢; und co. Ignorieren Sie etwaige Rauschein-
fliisse. (4 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben kénnen unabhdngig von den vorhergehenden Teilaufgaben bearbeitet
werden.

Sie betrachten im Folgenden ein 2 x 2 MIMO-System mit Nt = 2 Sende- und Ng = 2 Emp-
fangsantennen. Die Kanalmatrix ergibt sich zu

a1 )

b) Bestimmen Sie den Zero-Forcing-Detektor fiir diesen Kanal. (8 Punkte)
c) Bestimmen Sie die Kapazitét dieses Kanals fiir SNR = 2. (2 Punkte)

Um die Empfangsqualitdt zu verbessern, riisten Sie Ihren Empfinger mit einer zusétzlichen
Antenne auf. Damit ergibt sich eine neue Kanalmatrix

1 1
H = 2 2
-1 1
d) Wie verdndert sich die Kapazitidt durch die zusétzliche Antenne? Berechnen Sie dazu die
Kapazitiat des Kanals mit zusétzlicher Antenne (SNR = 2). (8 Punkte)
Losung

a) Wir erhalten

y1 = hir(1] + hor*[2]
=1 =j)(-4+8j)
=4+ 12j

y2 = har[1] = har*[2]
=—(1+))(-4+8j)

=12 —4j
Wir haben weiterhin
|hi|® =2
|ha|* =2
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Unter Nichtbeachtung der Rauscheinfliisse ergibt sich
Z(’h1|2+|h2‘2)‘61 = 61:%:1"‘31

sowie ,
2 .
= (M +1hef) 2 = == =3-]

b) Wir berechnen

e
Gyt

< By

Da die Matrix quadratisch und invertierbar ist, kdnnen Sie alternativ auch direkt die

Inverse bilden
1 1 -2 i -2
L = — = 3
P det(H) (1 1) (2 )

c) Die Kapazitit ergibt sich mittels der Log-Det-Formel

SV

Cp = log, (det <Ig + SNRHHH>)

(s (002 D ()
o e {())

= log,(17)
~ 4,0875
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d) Durch die zusétzliche Antenne ergibt sich eine neue Kapazitét:

Co = log, (det <13 + SI;IRHHH>)

1 00 1 1
=logy [det [ [0 1 O+ | 2 2 G ; _11>
0 01 -1 1
1 00 240
=log, |det| |0 1 O|+([4 8 O
0 01 0 0 2
3 40
=logy [det| |4 9 O
0 0 3
= log,(33)
~ 5,0444

Durch die zusétzliche Antenne wird die Kapazitat um ungefahr 1 Bit/Kanalzugriff erhoht.
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Formelsammlung und Tabellen

A Tabelle der Standardnormalverteilung

Lz | 0@ [« | @@ [« | @@ [z [ &0 [ 2 [ 2 |
0,00 | 0,500000 [| 0,80 [ 0,788145 [ 1,60 | 0,945201 [| 2,40 [ 0,091802 || 3,20 | 0,999313
0,02 | 0,507978 || 0,82 | 0,793892 | 1,62 | 0,947384 || 2,42 | 0,092240 || 3,22 | 0,999359
0,04 | 0,515953 || 0,84 | 0,799546 | 1,64 | 0,949497 || 2,44 | 0,092656 || 3,24 | 0,999402
0,06 | 0,523922 || 0,86 | 0,805105 | 1,66 | 0,951543 || 2,46 | 0,993053 || 3,26 | 0,999443
0,08 | 0,531881 || 0,88 | 0,810570 || 1,68 | 0,953521 || 2,48 | 0,093431 || 3,28 | 0,999481
0,10 | 0,539828 || 0,90 | 0,815940 || 1,70 | 0,955435 || 2,50 | 0,993790 || 3,30 | 0,999517
0,12 | 0,547758 || 0,92 | 0,821214 | 1,72 | 0,957284 || 2,52 | 0,094132 || 3,32 | 0,999550
0,14 | 0,555670 || 0,94 | 0,826391 || 1,74 | 0,959070 || 2,54 | 0,094457 || 3,34 | 0,999581
0,16 | 0,563559 || 0,96 | 0,831472 | 1,76 | 0,960796 || 2,56 | 0,094766 || 3,36 | 0,999610
0,18 | 0,571424 || 0,98 | 0,836457 | 1,78 | 0,962462 || 2,58 | 0,995060 || 3,38 | 0,999638
0,20 | 0,579260 || 1,00 | 0,841345 | 1,80 | 0,964070 || 2,60 | 0,995339 || 3,40 | 0,999663
0,22 | 0,587064 || 1,02 | 0,846136 | 1,82 | 0,965621 || 2,62 | 0,995604 || 3,42 | 0,999687
0,24 | 0,594835 || 1,04 | 0,850830 | 1,84 | 0,967116 || 2,64 | 0,995855 || 3,44 | 0,999709
0,26 | 0,602568 || 1,06 | 0,855428 | 1,86 | 0,968557 || 2,66 | 0,096093 || 3,46 | 0,999730
0,28 | 0,610261 || 1,08 | 0,859929 | 1,88 | 0,969946 || 2,68 | 0,096319 || 3,48 | 0,999749
0,30 | 0,617911 || 1,10 | 0,864334 | 1,90 | 0,971283 || 2,70 | 0,996533 || 3,50 | 0,999767
0,32 | 0,625516 || 1,12 | 0,868643 | 1,92 | 0,972571 || 2,72 | 0,996736 || 3,52 | 0,999784
0,34 | 0,633072 || 1,14 | 0,872857 || 1,94 | 0,973810 || 2,74 | 0,096928 || 3,54 | 0,999800
0,36 | 0,640576 || 1,16 | 0,876976 | 1,96 | 0,975002 || 2,76 | 0,097110 || 3,56 | 0,999815
0,38 | 0,648027 || 1,18 | 0,881000 | 1,98 | 0,976148 || 2,78 | 0,097282 || 3,58 | 0,999828
0,40 | 0,655422 || 1,20 | 0,884930 | 2,00 | 0,977250 || 2,80 | 0,097445 || 3,60 | 0,999841
0,42 | 0,662757 || 1,22 | 0,888768 | 2,02 | 0,978308 || 2,82 | 0,097599 || 3,62 | 0,999853
0,44 | 0,670031 || 1,24 | 0,892512 || 2,04 | 0,979325 || 2,84 | 0,997744 || 3,64 | 0,999864
0,46 | 0,677242 || 1,26 | 0,896165 | 2,06 | 0,980301 || 2,86 | 0,097882 || 3,66 | 0,999874
0,48 | 0,684386 || 1,28 | 0,899727 | 2,08 | 0,981237 || 2,88 | 0,098012 || 3,68 | 0,999883
0,50 | 0,691463 || 1,30 | 0,903200 | 2,10 | 0,982136 || 2,90 | 0,098134 || 3,70 | 0,999892
0,52 | 0,698468 || 1,32 | 0,906582 | 2,12 | 0,982997 || 2,92 | 0,098250 || 3,72 | 0,999900
0,54 | 0,705401 || 1,34 | 0,909877 || 2,14 | 0,983823 || 2,94 | 0,098359 || 3,74 | 0,999908
0,56 | 0,712260 || 1,36 | 0,913085 | 2,16 | 0,984614 || 2,96 | 0,098462 || 3,76 | 0,999915
0,58 | 0,719043 || 1,38 | 0,916207 | 2,18 | 0,985371 || 2,98 | 0,998559 || 3,78 | 0,999922
0,60 | 0,725747 || 1,40 | 0,919243 | 2,20 | 0,986097 || 3,00 | 0,098650 || 3,80 | 0,999928
0,62 | 0,732371 || 1,42 | 0,922196 | 2,22 | 0,986791 || 3,02 | 0,098736 || 3,82 | 0,999933
0,64 | 0,738914 || 1,44 | 0,925066 | 2,24 | 0,987455 || 3,04 | 0,098817 || 3,84 | 0,999938
0,66 | 0,745373 || 1,46 | 0,927855 || 2,26 | 0,988089 || 3,06 | 0,098893 || 3,86 | 0,999943
0,68 | 0,751748 || 1,48 | 0,930563 | 2,28 | 0,988696 || 3,08 | 0,098965 || 3,88 | 0,999948
0,70 | 0,758036 || 1,50 | 0,933193 || 2,30 | 0,989276 || 3,10 | 0,099032 || 3,90 | 0,999952
0,72 | 0,764238 || 1,52 | 0,935745 | 2,32 | 0,989830 || 3,12 | 0,999096 || 3,92 | 0,999956
0,74 | 0,770350 || 1,54 | 0,938220 || 2,34 | 0,990358 || 3,14 | 0,999155 || 3,94 | 0,999959
0,76 | 0,776373 || 1,56 | 0,940620 | 2,36 | 0,990862 || 3,16 | 0,099211 || 3,96 | 0,999963
0,78 | 0,782305 || 1,58 | 0,942947 | 2,38 | 0,991344 || 3,18 | 0,099264 || 3,98 | 0,999966
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B Folgen und Reihen

[e.o]

1
Zw” =14z42°+23+-- = fir |z] <1
— 1—=z
n=0
k 1— karl
S an =l+a4+2>+--+2F =— fiir 2 # 1
— 11—z
n=0
o0
r " = r 2 — r 0 |$‘§1,7">0
nz::O(TJx —1+m:+<2)93 + =1+ fur{|$<1’r<0
>0 1 1 1
> —at =142+ -2+ a3 +... =¢° fiir € R
n! 2 6
n=0
oo 1— n -1 2
Z(—n( L0 i) UUR Ry fir 0 < z < 2
n 2
n=1
k
k(k+1
Zn =142434+...4+k :g
n=1 2
C Integralrechnung
/5(m —x9) p(z) dz = p(zg), VYroeR
axr
ar g - -1
/xe x 2 (ax —1)
2 e 9 9
o q = = (a®2? — 2az + 2
/x e dx a3( x ax +2)
1 1
/ﬁ dx = — arctan (x)
a*+x a a
eax
/eam sin(bx) dz = m(a sin(bx) — bcos(bx))
2
/sin(am) cos(axr)dr = (3052(aa:) fir a # 0
a
oo
n!
/x”e_“xd:v = — fira>0,neN
an+1
0
oo
/a/:2e_‘”52 dx = VT fira >0
) 4a+/a
D Formeln zur diskreten Fouriertransformation
Definition
1 M-1 s 271 M—1 22w
o[k] = IDFT{X,} = -~ ;;) X, el W o—e kz:% z[k] - e I = DFT{z[k]} = X,

E Formeln zur Fouriertransformation

Definition

o) = [ X(DeFtdp o—e [ a(e it = X(f)
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(B.3)

(B.4)

(B.5)

(D.1)



Eigenschaften

Z cixi(t)
d™xz(t)
dtm
z (t —to)
ej%fotx(t)
(t) * y(t)
z(t)y(t)
(t/a)
Korrespondenzen
1
cos (27 fot)
sin(wF't)
Tt
e—ﬂﬁ
1 fir [t < T
o(t) = ur |t < %
L5t + to) + 28(t — to)
2 09 0
6(t)
sin (27 fot)
1firt>0
x(t) =
0firt<o
e—altl , a>0
7at f.. t 0
sty=4 ¢ MU s
0firt<o
te™ fiir ¢ > 0
x(t) = ¢ e , a>0
0firt<o
r
Tt
j sign(t)
1 1o z(X)
t(t) = — dA
Z o(t —mT)

o—e ¢

> eXi(f)
(27 f)" X(f)

5(f)
S50+ fo) + 55(F = fo)

1 firr [f] < £
X(f) = ) 7

0 fiir [f| > 5
_ﬂf2

sin(7 fT)
mf

cos(2m fto)

o—e ]

34 /35

250+ f0) = 107 fo)

1 1

55(f) +

j2rf
2a

2+ (27 )2
1

a+j2nf

R
(a +j2mf)°

(E.9)
(E.10)

(E.11)

(E.12)

(E.13)

(E.14)
(E.15)
(E.16)

(E.17)

(E.18)

(E.19)

(E.20)

(E.21)

(E.22)

(E.23)

(E.24)



F Trigonometrie

cos(z +y)
sin(z £ y)

COS T - COSY
sinz -siny

sinzx - cosy

cosx cosy F sinxsiny

sinx cosy + cos rsiny
%(cos(m —y) + cos(z + y))

(cos(a: —y) — cos(z + y))

D=

(sin(m —y) +sin(z + y))

N[ =
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