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Musterlosung

Hinweise

Die Priifungsdauer betrigt drei Stunden. Es sind die nachstehend genannten neun Aufgaben
zu bearbeiten.

Benutzen Sie nur die zur Verfiigung gestellten Blétter, bearbeiten Sie die Aufgaben auf getrennten
Blattern und geben Sie auf jedem Blatt die Nummer der Aufgabe sowie Ihre Matrikelnummer
deutlich an.

Verwenden Sie zur Bearbeitung einen dokumentenechten Stift und keine rote Farbe. Schrei-
ben Sie leserlich und vermeiden Sie, das vorgedruckte Doppelblatt zu beschriften. Aus Ihrer
Ausarbeitung miissen der Losungsweg und die giiltige Losung eindeutig erkennbar sein,
da sonst das Ergebnis nicht gewertet werden kann.

Abzugeben sind IThre in das Doppelblatt eingelegten und nach Aufgabennummer sortierten
Ausarbeitungen. Nicht abzugeben sind die Aufgabenbléatter, IThre Formelsammlung sowie Ihr
Konzeptpapier.

Zugelassene Hilfsmittel

Erlaubt sind ein beidseitig von eigener Hand mit Bleistift, Kugelschreiber, Fiiller o. A. beschrie-
benes A4-Blatt (Original, keine Kopie) sowie ein nicht-programmierbarer Taschenrechner.

Nach der Priifung

Das Ergebnis Threr Priifung erfahren Sie spétestens ab dem 11.04.2024 im Online-Notensystem.
Details zur Klausureinsicht finden Sie auf Ilias. Dort werden Sie auch Informationen zur
miindlichen Nachpriifung finden.

Geben Sie diese Aufgaben nicht mit ab, sondern behalten Sie diese als Erinnerung fiir oben gegebene Termine.
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Aufgabe 1 (17 Punkte)
Gegeben ist die Zeichenfolge Z mit
Z=,txsxtsxtsxsxtxtx”

a) Codieren sie Z mittels des LZ77-Algorithmus. (3 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben kénnen unabhdngig von der vorhergehenden Teilaufgabe bearbeitet
werden.

Nun soll Z Huffman-codiert werden.

b) Schétzen Sie die Auftretenswahrscheinlichkeiten und den Informationsgehalt der Zeichen

587, ,t7 und ,x”. (2 Punkte)

¢) Bestimmen Sie eine Huffman-Codierung von Z und geben Sie die Codewérter an.
(2 Punkte)
d) Berechnen Sie die Redundanz des Codes. (3 Punkte)

Anstelle der Codierung eines einzelnen Zeichens gruppieren Sie nun immer Paare je zwei Zeichen
zu einem neuen Symbol.

e) Erstellen Sie eine Huffman-Codierung der gruppierten Zeichenfolge. Geben Sie die Code-
worter sowie die mittlere Codewortlidnge an. (4 Punkte)

Nun soll eine Zeichenfolge Y der Liange N = 1000 mit Ihren beiden, zuvor bestimmten Huffman-
Codierungen codiert werden. Sie kénnen davon ausgehen, dass in Y nur dieselben Paare wie in Z
auftreten und Y sowohl fiir den ungruppierten als auch gruppierten Fall dieselbe Statistik wie Z
aufweist.

f) Geben Sie die zu erwartende Anzahl an Bits Ly an, wenn die Zeichenfolge Y ohne Grup-
pierung codiert wird. Geben Sie weiterhin die zu erwartende Anzahl an Bits Ly, an, wenn

Y zuvor gruppiert wird. Welche Methode wiirden sie zur Codierung von Y bevorzugen?
(3 Punkte)

Losung

a) Die Codierung ergibt sich zu:

txsxtsxtsxsxtxtx| s1=[0,0, ,t”]

t|xsxtsxtsxsxtxtx | s2=[0,0,,x"]

tx|sxtsxtsxsxtxtx s3=[0,0, ,;s”]

txs|xtsxtsxsxtxtx s4=[2,1, ,t”]

txsxt| sxtsxsxtxtx s5=[3,5, ,s”]

txsxtsxtsxs|xtxtx s6=[5,2, ,x"]
txsxtsxtsxsxtx|tx s7=[2,2, ,EOF”]

Alternativ wére auch sg=I[8,2, ,x”| und s7=[14,2, , EOF”] moglich.

b) Die gegebene Zeichenfolge kann durch eine Quelle mit dem Alphabet X = { ,t”, ,x”, ,s”}
erzeugt werden.
Die Auftretenswahrscheinlichkeiten Py (z;) sowie die Information i(x;) = — logy(Px(x;))
der Symbole X ergeben sich zu:
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c)

Px(,t7) = Px(,x7) = Px(,8") =

i(,t7) ~ 1,678 Bit i(,x") ~ 1,193 Bit i(,s") = 2Bit

&ler
S~

Eine mogliche Losung ist durch folgende Baumdarstellung gegeben:

b ”
77t 77S

Die dem Baum entsprechende Codewortzuordnung ist:

7 9
7?t 77X 77S

00 1 01

Hinweis: Da der Huffman-Code nicht eindeutig ist, ist dies nur eine mogliche Losung.

Die Redundanz eines Codes wird durch R, = L. — H(X) berechnet. Die mittlere Code-

wortldnge L. berechnet sich zu:

3 .
4 5 7 25 Bit
L.=)» Px;)L(zy))=—=-24+—-24+—-1=— =~ 1,563
¢ ; (e loe) = 3624 152 36 1 = 16~ 1% Zoichen
Die Entropie der Quelle berechnet sich zu:
3
H(X) =~ Px(i) - logy (Px(x;))

i=1

4 4 5 5 7 7 Bit
= log (=) = Z10g, (X)) = Liog, (=) ~ 1,546
16 82 (16) 16 82 (16) 16 82 (16) P 7 eichen

Damit ergibt sich die Redundanz zu:

25 Bit Bit
_ 2 ~ H(X) = 0,01
16 Zeichen (X) = 0,016

C .
Zeichen

Alternativ: Wird L. und H(X) gerundet, so ergibt sich:
Bit Bit Bit

=1 — =
R ,063 Zeichen ’ Zeichen ’ Zeichen

Fasst man immer zwei Symbole zu einem neuen Symbol zusammen, so ergibt sich der Text
Zu:

7 = ,tx sx ts xt sx sx tx tx”

9 2

Die gruppierte Zeichenfolge kann durch eine Quelle Xg ={,tx”, ,sx”, ,ts”, ,xt”} erzeugt

werden. Die Auftretenswahrscheinlichkeiten ergeben sich zu:

3 3 1 1
PX,G(th”) = g PX,G(nSX”) = g PX,G(”tS”) = g PX7G(77Xt”) = g
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Eine mogliche Huffman-Codierung ist:

b 7
,ts »Xb

Die dazugehorigen Codewérter sind:

” b 9
5 bX ,»tS Xt 15X

00 010 011 1

Fiir den gruppierten Text bestimmt sich die mittlere Codewortlange L. g zu:

4 .
3 .1, 1.3 15 Bit

Leg =Y Pya(@)Lz) =5 -2+ 2 -3+ -3+45-1=—_ = 1875
o6 = 2 Pral)blng =g 24 g3+ g3+ 1= 5 = L85 g hen

Uber die mittlere Codewortlinge lisst sich die zu erwartende Anzahl an Bits Ly bestimmen.
Fiir den ungruppierten Text gilt:

Bit

Ly = N - L. = 1000 Zeichen - 1,563 —
Zeichen

= 1563 Bits

Da bei der gruppierten Codierung der Zeichenfolge immer zwei Zeichen ein zu codierendes
Symbol bilden, miissen nur % Symbole codiert werden. Somit gilt fiir den gruppierten Text:

Bit

i Bi
Zeichen 937,5 Bits

N
Lyg = 5 L., = 500 Zeichen - 1,875

Die gruppierte Ubertragung ist zu bevorzugen, da insgesamt weniger Bits benétigt werden.
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Aufgabe 2 (19 Punkte)

Fiir f > 0 ist der Frequenzgang Hpp(f) eines Bandpassfilters gegeben, wobei A, B € R:

Re {Hgp(f)} Im {Hgp(f)}

. . A
\ f % f

fo
B

a) Geben Sie den mathematischen Zusammenhang zwischen dem Frequenzgang Hpp(f) und
seiner Impulsantwort hpp(t) an. (1 Punkt)

b) Skizzieren Sie den Frequenzgang Hpp(f) fir f < 0, sodass die Impulsantwort hgp(t) des
Bandpassfilters reellwertig wird. (3 Punkte)

c¢) Bestimmen Sie die akausale, reellwertige Impulsantwort hAgp(t) des Systems in Abhéngigkeit
von fo und B. (7 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben kénnen unabhdngig von den vorhergehenden Teilaufgaben bearbeitet
werden.

Gegeben ist folgendes System:

e—i2m ot N(t)

b b

rBp(1) ~X) (+) Hrp(f) —— r(t)

Hierbei ist N(t) = Ni(t) + jNq(t), N(t) ~ CN (0,0?), komplexes additives weifies gauBsches
Rauschen. Der Frequenzgang Hrp(f) des Tiefpassfilters ist durch das folgende Schaubild gegeben,
wobei A, B € R.

Ein Empfangssignal
rgp(t) = C - cos (2nfot), C €R,

wird durch das System verarbeitet, wobei fy > B.

d) Bestimmen Sie das SNR am Ausgang des Systerms. (8 Punkte)
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Losung
a) Es gilt Hpp(f) = F{hgp(t)}, wobei F{-} der Fouriertransformation entspricht.

b) Damit hgp(t) € R, muss fiir die Ubertragungsfunktion Hgp(f) gelten:

Hgp(f) = Hpp(—f)
Re {Hpp(f)} = Re {Hpp(—f)}
Im {Hpp(f)} = —Im {Hpp(-f)}

Das entsprechende Spektrum ergibt sich wie folgt:

Re {Hpp(f)}

c¢) Die Ubertragungsfunktion entspricht einer Dreiecksfunktion der Héhe 24 und Breite B
gefaltet mit zwei imaginaren Dirac-Impulsen der Hohe %:

Hgp(f) =jA - trig(f — fo) —jA - trip(f + fo)
= 2A - trig(f) * (;5 (f = fo) — %5(f + f0)> -

Die Dreiecksfunktion kann als Faltung zweier Rechteckfunktionen der Breite g und Ho6-
he \/% ausgedriickt werden:

Hep(f) =24 (\/Z recta ()2 recm;(f)) (Bsr-t0-150+ ).

Die Faltungen im Frequenzbereich entsprechen jeweils Produkten im Zeitbereich. Mit den
Korrespondenzen (D.12) und (D.17) aus der Formelsammlung folgt

hep(t) = F~'{Hpp(f)}
—24. (@ F {rectg(f)}> (- F (St -Lor- )}

2B? ,(B .
=—2A- <B4smc <2t>> - sin (27 fot)

— —AB. (sinc? (?&)) -sin (27 fot) .
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P

d) Gesucht ist SNR= P wobei P, die Signalleistung und Py die Rauschleistung am Ausgang

des Tiefpassfilters sind. Das Spektrum Rpp(f) ist durch

Ree(f) = 5 (50 = fo) +6(f + o)

gegeben. Der Einfluss des Mischers auf das Spektrum ergibt sich durch den Verschiebungssatz
der Fouriertransformation (D.5) zu:

Y(f) = Rop(F + fo) = o (5(5) +8(F +2fo))

wobei y(t) das Signal am Ausgang des Mischers sei. Da fy > B wird der Frequenzanteil
bei f = —2fy durch das Tiefpassfilter entfernt. Der Ausgang des Tiefpassfilters ergibt sich

zu r(t) = y(t) * hrp(t) bzw. R(f) =Y (f) - Hrp(f). Es ist

R() = (5 60 +( +20)) - 4 win(f)

AC
= 26()
bzw. r(t) = AQ—C, da Hrp(f = 0) = A. Die Signalamplitude und somit auch die Signalleis-
tung P, sind zeitinvariant und es ist

2 CQAQ

_|eAr _
a 4

2

P,

Zur Bestimmung der Rauschleistung Py muss die Rauschleistungsdichte ® g5 (f) am
Ausgang des Tiefpassfilters iiber f integriert werden. Diese kann anhand des Leistungsdich-
tespektrums ®yn(f) = o2 des Rauschens und der Ubertragungsfunktion Hrp(f) bestimmt
werden:

O 55 (f) = |Hre(/)? ®nn(f) = |Hre(f)? 02,

A= f, fir |f] < 5
H — B ’ 2 ,
(/) {0, sonst
24 ) g B
‘HTP(f)P: (A B |f’) ) fiir |f|< 2 )
0, sonst.

Die Rauschleistung Py am Ausgang des Systems entspricht somit

Py= [ ass()ar=o* [ (P af.

Aufgrund der Symmetrie gentigt es, das Integral nur fiir f > 0 zu berechnen:

B
3 4A? | 4A%
pomata [Tl S |

|y

op2. 2] r 2 43}
=20°-A {f Bf +3B2f ;

B B B
:2020A2(+)
2 2 6
_AB 5
3
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Damit ergibt sich fiir das SNR am Ausgang des Systems:

2 A2 2
N e 3C

Py 4 A2Bo®>  4Bo?
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Aufgabe 3 (16 Punkte)

Bei einer Ubertragung iiber eine Glasfaserleitung ist die Menge der Modulationssymbole durch
M ={A,2A,3A,4A,5A,6A4,7TA,8A: A€ R, A > 0} gegeben, wobei die Symbole gleichverteilt
auftreten. Als Pulsformungsfilter wird eine Rechteckpulsformung g(¢) = recty(t — vT), 70 € N,
genutzt, wobei T' die Symboldauer des Systems darstellt.

a) Skizzieren Sie das Konstellationsdiagramm des gegebenen Modulationsformates in der
komplexen Ebene. Achten Sie auf eine vollstdndige Achsenbeschriftung. (2 Punkte)

b) Weisen Sie den Modulationssymbolen Bitmuster zu, sodass eine Gray-Codierung vorliegt.
Nutzen Sie hierzu Thre Skizze aus Aufgabenteil a). (2 Punkte)

¢) Bestimmen Sie den Skalierungsfaktor A, sodass fiir die mittlere Symbolenergie Es = 1
erfiillt ist. (3 Punkte)

d) Bestimmen Sie das kausale Matched-Filter h(t) mit kleinstmoglicher kausaler Verzoge-
rung ko € N. Bestimmen Sie weiterhin fiir diesen Fall die Ubertragungsfunktion Hy(f) des
Gesamtsystems aus Pulsformungs- und Matched-Filter. (5 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe kann unabhdngig von den vorhergehenden Teilaufgaben bearbeitet werden.

Nun wird mit einer 256-QAM {iber die Glasfaserleitung iibertragen. Das Ubertragungssystem
soll eine Datenrate von Rpi = 2 Gbits~! unterstiitzen. Als Pulsformungsfilter nutzt das System
einen Root-Raised-Cosine-Filter mit Roll-off-Faktor 5 = 1.

e) Bestimmen Sie die Symboldauer T sowie die Bandbreite B des Systems. (4 Punkte)

Losung

a) Das Konstellationsdiagramm kann wie folgt skizziert werden:

cQ
I
A 24 3A 4A 5A 6A TA 8A
b) Eine mogliche Zuweisung wére:
cQ
000 001 011 010 110 111 101 100 o

A 24 3A 4A 5A 6A TA 8A

c¢) Sei C eine Zufallsvariable, welche die Modulationssymbole beschreibt. Da C' einer Gleich-
verteilung folgt, gilt fir alle Symbole c,, dass Po(c,) = %. Die mittlere Symbolener-
gie Fs = E¢ {|ca|?} berechnet sich zu

8 8 8
E, = Z Pc(cn)|cn|2 = Po(cy) Z \nA\Q = Pc(cn)A2 Z n?

n=1 n=1 n=1
= Po(cp) - A%(1 +4+9+ 16 + 25 4 36 + 49 + 64)

1 51
=~ .204A% = ?A?

Qo

Somit ergibt sich A = \/%.
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Q)

Das Pulsformungsfilter ist durch g(t) = recty(t — vT), 70 € N, gegeben. Da ¢(t) € R folgt

h(t) = g*(koT —t) ko €N
= g(koT —t)
= rectT(noT —t— ’y()T)
= recty((ko —v0)T —t).
Damit h(t) kausal wird, muss (ko —~0)1 > % gelten. Es folgt kg > v+ %, wobei aus g € N,

ko € N und der Forderung nach kleinstméglichem kg somit kg = o + 1 folgt. Das Matched-
Filter ergibt sich zu

h(t) = rectp((ko — Y0)T —t) = rectp((vo + 1 — )T — t) = rectp(T —t) = rectp(t — T,

wobei die letzte Umformung aus der geraden Symmetrie der Rechteckfunktion folgt.

Die Ubertragungsfunktion des Gesamtsystems ergibt sich aus dem Verschiebungssatz der
Fouriertransformation (D.4) sowie (D.6) aus der Formelsammlung

G(f) = TSinC(Tf)e_j27rf’YoT
H(f)=Tsinc(TY)

Ho(f)=G(f) -H(f) = T2 SinCQ(Tf)e_jQﬂ'f(’Yo-i-l)T .

e—J27rfT

Bei einer 256-QAM werden m = log,(256) = 8 Sy]ilif) o ibertragen. Die Symbolrate Rgsym
sowie die Symboldauer T' ergeben sich zu

Ry, 2-10% Bt
ot — i = 250MBd

Symbol

Rbit = mRSym <~ Rsym =

1

=4ns.
Rsym

=T =

Wird ein Root-Raised-Cosine-Filter mit 3 = 1 genutzt, so ergibt sich die Bandbreite B zu

1 2
T~ Ins 500 MHz
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Aufgabe 4 (19 Punkte)

Es wird eine Modulation mit den reellwertigen Symbolen c; und cy betrachtet. Die Symbole
werden von reellwertigem Rauschen N mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

 (n? nl <3
ot {207+ 1<

0 sonst

additiv iiberlagert. Das Empfangssignal kann durch die Zufallsvariable Z[k] = A[k] + N[k] be-

schrieben werden, wobei die Zufallsvariable A[k] das Sendesymbol A[k] € {c1,ca} beschreibt.
Zunéichst sei c; = —1 und ¢c9 = +1.

a) Bestimmen Sie den Wert von /. (2 Punkte)

b) Bestimmen Sie fz 4(2, A =c1) und fz a(z, A = c2) fiir Pa(c1) = % und Pa(c2) = 3. Skiz-

zieren Sie die Wahrscheinlichkeitsdichten in einem gemeinsamen Diagramm. Achten Sie auf

eine vollstandige Achsenbeschriftung. (5 Punkte)

c¢) Leiten Sie die optimale Entscheidungsregel beziiglich des MAP-Kriteriums her. Es gelte
weiterhin Pa(ci) = 2 und Py(cp) = 1. (6 Punkte)

d) Nun sei —% < c¢; <0 und co = —c1. Geben Sie die optimale Entscheidungsregel geméfl des
ML-Kriteriums in Abhéngigkeit von cs an. Berechnen Sie zudem die Fehlerwahrscheinlichkeit

P nvip, des ML-Kriteriums fiir ¢ = 0, % und % (6 Punkte)

Losung

a) Damit fx(n) eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, muss

/OO fn(n)dn =1

erfillt sein. Es ergibt sich

i % ’ : 9 3 21
ZO fN(n)dn:20/ﬁ(n2+1)dn:2ﬁ l?;—l—nL :2ﬂ<8+2):ﬁ4:1

4
= 0=
P 21
b) Mit dem Satz von Bayes ergibt sich
((z—a)?+1) fir|z—ql| <3,

sonst,

I
—— — —
S ge

< oo

fz.a(z,A=c1) = fz1a(2|]A = c1) - Pa(cr)

((z+1)2+1) fir —5<2<3,
sonst,

und

4 2 . 3
=-((z—c9)*+1) fir|z—co| < 3,
fza(z,A=c2) = fza(z|A =co) - Pa(c2) = ¢ ( ) ) | <3
0 sonst,
_ %-((2—1)2—1—1) fﬁr—%<z<g,
0 sonst.
Mit ¢; = —1 und c2 = 41 kénnen die Dichten in einem gemeinsamen Diagramm skizziert

werden:
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Pa(A=c)fza(zlA=c1) = Pa(A=ca)fza(2|A=ca).

Fall z < —1: fz14(2]A=c2) =0

A=cy
PA(Azcl)fZ‘A(Z|A:C1) ; PA(A:C2)JCZ|A(Z‘A:C2):O

Fall -3 < z < 3:

Fall z > 3: fz14(2|]A=c1) =0

0= PA(A = Cl)fz|A(Z|A = Cl) g PA(A = Cg)fz|A(2|A = CQ)
A

C1
A~

:>A:C2

Damit ergibt sich die Entscheidungsregel nach MAP-Kriterium zu

c fur z[k] < —%,
co fiir —1 < z2[k] <V7-3,
a fir V7—3<z[k] <12,

co fir z[k] > %

amaplk] =
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d) Fiir ML ergibt sich der Hypothesentest zu
Ach
fZ|A(Z‘A =c1) = fZ\A(Z|A = C2).
A=c;
Durch die Symmetrie der beiden bedingten Dichten um z = 0 (siehe auch Skizze in b))
ergibt sich die optimale Entscheidungsregel nach ML Kriterium zu

3
29
co filr ¢ — 3 < z[k] <0,

C1 far Z[k] < Co —

Gna k] = a1 fir 0<z[k] <ci+ 3,
co fir z[k] zcl—l—%,
und mit ¢; = —cy zu
¢ fir z[k] < —c; — %,
T L fir —c — 3 < z[k] <0,

¢ fiir 0 < z[k] < ¢ + 3,
Co fiirz[k:]ZC1+%v

Die Fehlerwahrscheinlichkeit P 1, der ML Entscheidung berechnet sich zu

Pt = Pa(A = c1)Pe(c1) + Pa(A = c2) Pe(c2)

3
_C2+§

0
= / Z+C2 1>dZ+PA(A:C2) / B((z—cz)Q—l—l)dz.
0

Durch die Symmetrie der bedingten Dichten fz4(2|A = c1) und fz)4(2|A = cg) sind die
beiden Integrale identisch. Zusammen mit P4(A = c1) + Pa(A = c2) = 1 ergibt sich

*C2+%

Pe,ML =p / ((Z - C2)2 + 1) dz
0

—C2+%
= / (z2—2zcz+c§+1> dz

0
(552 () e () 400)

Durch Einsetzen ergeben sich die gesuchten Fehlerwahrscheinlichkeiten

1
co=0: PomL= 3
1 13
=—: P = — =~ 0,206
C2 9 e,ML 63 3
3
C2=§: Pe,MLZO-

Hinweis: Die Ergebnisse fiir co = 0 und ¢co = % kénnen auch ohne das explizite Ausrechnen
des Integrals durch Argumentieren (identische bzw. vollstandig disjunkte Tréger der beiden
bedingten Dichten) angegeben werden.
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Aufgabe 5 (15 Punkte)

Gegeben sei ein Blockcode C; in F4, der durch die Generatormatrix G' beschrieben werden kann:
1 01 01111
G = ( 01010111 )

a) Geben Sie alle Codeworter von C; an. Ist C; ein linearer Code? Begriinden Sie kurz.

(3 Punkte)
b) Ermitteln Sie die Coderate sowie die minimale Hammingdistanz von C;. (3 Punkte)
c) Wie viele Bitfehler kann der vorliegende Code maximal korrigieren? (2 Punkte)
d) Bestimmen Sie eine Paritycheckmatrix H des Codes. (1 Punkt)

Nach der Ubertragung iiber einen symmetrischen Binirkanal wird die Folgey = (101010 1 1)
empfangen.

e) Ermitteln Sie mittels Syndromdecodierung eine Schétzung & fir das gesendete Codewort.
Nehmen Sie dazu eine Bitfehlerwahrscheinlichkeit von § = 0,1 des BSC an. (2 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben kénnen unabhdngig von den vorhergehenden Teilaufgaben bearbeitet
werden.

Die Codierung Cs bildet tiber die Abbildungsvorschrift
CQ : (u1 U9 U3) — (0 Ul U1 U2 U2 U3 U3 p),
ein Datenwort w = (u1 ug u3), u € F3, auf ein Codewort © = (21 x2 ... x3), ® € F§, ab. Hierbei

stellt p = w1 + us + uz ein Paritatsbit dar.

f) Geben Sie eine Generatormatrix G sys an, welche einen zu Cy dquivalenten, systematischen
Code erzeugt. (4 Punkte)

Losung

a) Der Code enthélt vier Codewdrter
Ci={(00000000),(10101111),(01010111),(11111000)}.

Der Code ist linear, weil er mit einer Generatormatrix beschrieben werden kann.
(Alternativ kann die Linearitit auch nachgewiesen werden, indem gezeigt wird, dass die
Summe aller beliebigen Paare von Codewortern wieder ein Codewort ergibt.)

b) Der (8,2)-Blockcode hat eine Coderate von r =% =2 =1 Da es sich um einen linea-

2 _
8
ren Code handelt, ist die minimale Hammingdistanz diy %11\1% }dH(a:, 0). Demnach
xeC1\10

ist dmin = 5.
¢) Mit einer minimalen Hammingdistanz von dp,i, = 5 kénnen bis zu ¢t = L%J = 2 Bitfehler

korrigiert werden.

d) Die Generatormatrix G befindet sich bereits in der systematischen Form G = (I P). Eine
Paritycheckmatrix ist demnach durch

10100000
01010000
orov | 1oo00100 0
H=(P"I)=| 7 | 000100
11000010
1100000 1
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gegeben.

e) Das Syndrom berechnet sich zu

1
10100000 0 0
01010000 1 0

o+ |1 0001000 ol |o

sS=Hy =11 7 900010 0 1= 1|
11000010 0 0
11000001 1 0

1

wobei dies der 6. Spalte von H und somit dem Fehlermuster € = (0 0 0 0 0 1 0 0) entspricht.
Das durch Syndromdecodierung ermittelte Codewort ist somit

sp=y+é=(10101111).
f) Die Codierung Co erzeugt den Code Cy mit den folgenden Codewértern a:

U T
000 | 0 00 00 00 0
001 | 00000111
010 | 00011001
011 | 00011110
100 | 011 00 00 1
101 { 01100110
110 { 01111000
111 (01111111

Die Zeilen einer Generatormatrix G, welche denselben linearen Code Cy erzeugt, sind
durch dessen Basisvektoren gegeben:

0 1
Gy = 01
11

o O O
O = O
O = O
= o O

11
0 0
0 0

Ohne die Eigenschaften des Codes zu verédndern kann aus der nicht systematischen Gene-
ratormatrix Go durch das Vertauschen der Spalten eine systematische Generatormatrix
G2y erzeugt werden:

10001001
Gos=| 01000101
00100011
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Aufgabe 6 (15 Punkte)

Ein Faltungscodierer verarbeitet pro Takt ein eingehendes Bit. Seine Ausginge sind durch
folgende Generatorpolynome beschrieben:

g1(z) =14 22

go(z) =1+ x4 22
a) Bestimmen Sie die Rate r des Faltungscodierers. (1 Punkt)
b) Geben Sie die Schieberegisterdarstellung des Faltungscodierers an. (2 Punkte)
¢) Zeichnen Sie das Zustandsdiagramm des Faltungscodierers. (3 Punkte)

Eine Bitfolge & wird mit dem gegebenen Faltungscodierer encodiert, BPSK-moduliert und iiber
einen AWGN-Kanal iibertragen. Beim Codieren befindet sich das Schieberegister im Anfangs-
zustand (v1,v2) = (1,0). Weiterhin wird eine Terminierung durchgefiihrt. Das Schieberegister
befindet sich nach der Codierung aller Datenbits im Zustand (vi,v2) = (0,0).

Der i-te Empfangswert ldsst sich durch y; = (—1)" +n; beschreiben, wobei n; ~ N (0, 02) und x;
das i-te gesendete Codebit ist. Nach dem Matched-Filter und einer Hard-Decision erhalten Sie
die Empfangssymbole

y:(—1 +1 41 41 -1 41 —1 +1 +1 —1 -1 —1).

d) Skizzieren Sie das entsprechende Trellis-Diagramm fiir sechs Taktschritte. (4 Punkte)

e) Bestimmen Sie die am wahrscheinlichsten gesendete Codebitfolge & sowie die zugehdrige
Datenbitfolge @ mit Hilfe des Hard-Decision Viterbi-Algorithmus. Achten Sie auf eine voll-
standige Beschriftung Threr Lésung inklusive aller Zwischenschritte, sodass der Losungsweg
klar ersichtlich ist.

Sie diirfen das Trellis-Diagramm aus der vorherigen Teilaufgabe verwenden. (5 Punkte)
Losung
a) Da pro Takt ein Bit eingeht, ist £ = 1. Da jedes Generatorpolynom die Erzeugung eines
Ausgangsbits beschreibt, ist n = 2. Die Coderate berechnet sich zu r = E = 5.

b) Aus den Generatorpolynomen ergibt sich die Schieberegisterdarstellung zu:

-® - 2D
(7 > Z*l l > 2*1 I
>@ :@ > x£2)

c¢) Das Zustandsdiagramm ergibt sich zu:

:cgl)x?) =11

17 / 29



d) Das Trellis-Diagramm ergibt sich zu:

Y

e) Die hart entschiedenen Empfangssymbole y; werden in eine Bitfolge § demoduliert:

Ui =

0 y; >0
1 y; <0

Die empfangene Codebitfolge ist § = (1 0001 01TO0O0T11 1).
Das resultierende Trellis-Diagramm mit Viterbi-Algorithmus ergibt sich zu:

0 1 2 3 4 5 6
Empfangsfolge: 10 00 10 10 01 11

Bitfolge: 1 1 0 1 0 0
______ » ut = 1

Die gesendete Codebitfolge wird zu & = (1 001 10O0O0O0T11 1) und die
Datenbitfolge zu 4 = (1 1 010 0) geschétzt.
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Aufgabe 7 (14 Punkte)

Sie {ibertragen bindre Symbole X € {0, 1} tiber einen gedéchtnislosen, verrauschten Kanal, wobei
die Eingangssymbole X gleichverteilt sind. Das additive Rauschen N des Kanals folgt einer
Dreiecksverteilung, wobei die Wahrscheinlichkeitsdichte fy| x(n]X) vom gesendeten Symbol X
abhéngig ist. Durch eine ML-Entscheidung schétzen Sie aus den verrauschten Werten Z € R die
Empfangssymbole Y € {0, 1}.

A ML-
X 40,1 -(+)
{0.1} %T— Entscheider

N ~ fnix(n]X)

Y € {0,1}

Am Empfianger beobachten Sie vor der ML-Entscheidung folgende bedingten Wahrscheinlich-
keitsdichten:

I 1Y)

_9 1 | ) 2
a) Bestimmen Sie die optimale Entscheidungsschwelle 6 gemafi ML-Regel. (3 Punkte)
b) Berechnen Sie die Ubergangswahrscheinlichkeiten Py x(Y]X) des Kanals inklusive ML-
Entscheiders. (4 Punkte)
c) Bestimmen Sie die Auftretenswahrscheinlichkeiten Py (Y'). (3 Punkte)
d) Bestimmen Sie die Transinformation I(X;Y") des Kanals. (4 Punkte)
Losung

a) Aus dem Diagramm der beiden Wahrscheinlichkeitsdichten ist ersichtlich, dass beide
Wahrscheinlichkeitsdichten genau einen Schnittpunkt besitzen. Wir bestimmen fiir beide
Wahrscheinlichkeitsdichten fiir 0 < z < 1 eine Funktion und setzen diese gleich:

fz1x(011) = f2)x(0]0)
1

& 0= 0

4

NN =

& 0=

b) Die Ubergangswahrscheinlichkeiten lassen sich als die Integrale der entsprechenden Wahr-
scheinlichkeitsdichten fir z < 6 bzw. z > 6 oder als das entsprechende Gegenereignis
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bestimmen:

21 1 1,2 1 1 1 8
Py x(1]0) /9 i_ZZdZ_ {22—2]2 1 5 :ts =3
17

Py x(0]0) = 1 — Py x(1|0) = %5

0 1,15 2
pY|X<o\1>=/0 2dz = [222}0 ==
23

) Die Auftretenswahrscheinlichkeiten konnen iiber den Satz der totalen Wahrscheinlichkeit
bestimmt werden, wobei aus der Gleichverteilung der Sendesymbole Py (0) = Px (1) = 1
folgt

1 17 1 19 19
PY Z PXYCUO Z Px‘y IO)Px() — - — = —
2 25 2 25 50

z€{0,1} ze{0,1}

Pe(1) =1 Py(0) = .

d) Mit der Definition der Transinformation I(X;Y’) und dem Satz von Bayes ergibt sich zu
Z PXY x y. )log < PX,Y(:L'naym) >
1ImETE2 \ Py (20) Py (yim)

Pyl Pt o (D))

I Mi )

1x(0]0)
Py (0)
Prix (O Ps(1) o, | D) 11 P 1og, (22T

Py (0) by
17 1 i 1 2\ 93 1 23
=_. 2] 25 — .= - 25 b | 25
25 2°g2<;g>+ 2 < ) 25 2°g2<;)g R !

1 34 46
50 (17log2 ( 9> + 8log, < ) 2logy ( ) + 23 log, (31))

Bit
Kanalzugriff -

=Py x(0]0) Px (0) log, < + Py |x(1]0) Px (0) log, (PPY

O‘w‘g‘m \/ \/

~0,305
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Aufgabe 8 (13 Punkte)

Die Impulsantwort h(t) eines stationdren Kanals ist durch
h(t)=6()+0,2-6(t—T)+0,6-6(t—2T),
gegeben, wobei T' = i bei einer Abtastrate von f; = 128 MHz.

a) Bestimmen Sie den Frequenzgang H(f) des Kanals. (2 Punkte)
b) Geben Sie den Delay-Spread Tps und den Doppler-Spread Bps des Kanals an. Begriinden
Sie Thre Antwort. (2 Punkte)

Fiir den gegebenen Kanal soll ein OFDM-Ubertragungssystem mit N = 8 Untertriigern entworfen
und digital implementiert werden. Die Abtastrate des Systems ist durch fss = fs gegeben.

c¢) Geben Sie die minimale Linge des Cyclic-Prefix in Anzahl an Abtastwerten an. Bestimmen
Sie die resultierende, maximal nutzbare Symbolrate Rgyr, und den Untertrégerabstand A f

des OFDM-Systems. (3 Punkte)
d) Es soll eine Bitrate von mindestens 400 Mbit /s erreicht werden. Welche Modulationsverfah-
ren kénnen verwendet werden? (2 Punkte)

Im Folgenden wird eine OOK-Modulation verwendet.

e) Die OOK-Symbole
c:(10000010)

sollen mit obigem OFDM-System gesendet werden. Bestimmen Sie das zu tbertragende
OFDM-Symbol s[n] im Zeitbereich. (4 Punkte)

Losung
a) Der Frequenzgang H(f) ist:
H(f)=F{h(t)}
=F{0t)}+02- F{o(t—1T)}4+0,6 - F{o6(t —2T)}
=1+ 0,2e 27T 4 0 6e HT/T

b) Der Delay-Spread Tps entspricht der Differenz zwischen dem schnellsten und langsamsten
Pfad:
Tps =2T —0=2T.

Da der Kanal stationér ist und sich somit mit der Zeit nicht &ndert, ist seine Kohérenz-
zeit Tc = oo. Der Doppler-Spread ist Bpg ~ T% und es folgt Bps = 0.

¢) Um ISI zu vermeiden muss das CP gleich lang oder ldnger als der Delay-Spread des Kanals
sein. Dies bedeutet, dass Lop > 2, wobei aus der Forderung der minimalen Lange Lcop = 2
folgt. Die Symboldauer Torpm und die Symbolrate Rgsym ergeben sich zu:

N+ L
Torpm = Tnm +Tcp = NT + LepT = A+ lop _ 78,1ns
fsys
N
Rsym = m : fsys = 102,4. MBd

Der Untertragerabstand betragt:

Af:i:i:fsys

— 16 MHz.
Ty - NT N 1OMHz




Rbit,min <m:- Rsym

Rbit,min

m > =3906 =m=4

sym

= M=2"=16

Modulationsverfahren wie 16-PSK oder 16-QAM wéren geeignet.

e) Das OFDM-Symbol ohne Cyclile-Prefix §[n] wird iiber die inverse Diskrete Fourier-
Transformation (IDFT)

; N1 o
8[n] = - Y clufe?™ ™
u=0

mit N = 8 bestimmt, wobei c[u] das p-te Element des Sendesymbolvektors ¢ ist und das
erste Element den Index p = 0 besitzt. Damit ergibt sich:

5[0]:%-(1-e0+1-e0):%
§[1]zé-(1-eo+1~ej2“%):é~(1—j):é—%
5[2]:%-(1-e0+1 eﬂﬁ%f):é.(l_l)zo
5[3]=é-(1-e°+1 eJ2W%>:é.(1+j):é+%
5[4]:é'(1-eo+1-ej2“%4):%-(14—1):%
5[5]:%-(1-e0+1 eﬂﬂ%):é.(l_j):%_%
§[6]:é~(1~eo+1 eﬂﬂ%):%.(l—n:o
5[7]:%-(1-e0+1 eJ%%):é.(Hj):éJr%

Mit dem Cyclic-Prefix der Lénge Lcp ergibt sich das OFDM Symbol s[n] zu

[Va)
=)
|
~—~
[en}
ool—
+
00—
=
ol —
|
ol—
[en}
ool—=

1 1 j 1 j
+4h A=t 0 i)

QOf—-
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Aufgabe 9 (12 Punkte)

Gegeben sei ein MIMO-System mit der Kanalmatrix
_(H1 H:
we ()

Dabei sind H; unabhéngige, gleichverteilte Zufallsvariablen, die einer Bernoulliverteilung folgen.
Das bedeutet

1 1
a) Bestimmen Sie die Anzahl der Sendeantennen Nt und die Anzahl der Empfangsanten-
nen NR. (2 Punkte)
b) Wieviele unterschiedliche Kanalmatrizen gibt es insgesamt? (1 Punkt)

¢) Berechnen Sie die Kapazitiat dieses Kanals und nehmen Sie unabhéngige und identisch
verteilte Eingangssymbole sowie unabhéngiges, unkorreliertes und identisch verteiltes
Rauschen an. Dabei ist das Signal-Rausch-Verhéaltnis SNR = 2. (9 Punkte)

Losung
a) Aus der Kanalmatrix ergibt sich direkt Np = Ny = 2.

b) Jeder Kanalkoeffizient kann einen von 2 unterschiedlichen Werten annehmen. Damit gibt
es insgesamt 2¢ = 16 verschiedene Kanalmatrizen.

c) Die Kapazitit ergibt sich unter den in der Aufgabe dargelegten Randbedingungen zu

Co = E{log2 (det (INR + SNNTRHHH)>} = ]E{log2 (det (12 + HHH))} .

4
Es gibt 16 mogliche, gleichwahrscheinliche (mit Wahrscheinlichkeit (%) = %) Kanalmatri-
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zen. Fiir jede dieser Matrizen berechnen wir det (12 + HH H) und erhalten:

— (@] [} ™ [} ™ <t 0 [ < ™ 10O ™ 0 0 0
Il | Il Il Il Il Il Il I I Il Il Il Il Il |
— — ~— ~ ~— ~— ~— — — — ~— ~ ~— ~— — —

= T us o o o = = = us as o o = = ms
e < -~ T~ R~ = A -
T T T T T T LT T O OT T T T T T & o=
+ o+ o+ o+ o+ o+ 4+ 4+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+
~ o~ o~ o~ o~ ~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ ~ o~
N s s s s N N N, DN
- - + - - - - - - - - - e - - )
) ) ) ) [ [} ) ) ) ) ) ] 5} ) &) )
e} < < < < e o e} < < < < < el e} e}

e Y Y Y Y s Y Y e e e e Y Y Y
o O S o o O [eni — O — — O — o O S A o O o — O — — O —

o O o O o o o O o O o o - — O — O — — — O — O — —

Das bedeutet, dass

=€ S <L L w0|Q

1 mit Wkt
2  mit Wkt.

det (12 T HHH) — {3 it Wkt.
4 mit Wkt.
5 mit Wkt
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Damit ergibt sich die Kapazitit zu

Co = E{log2 (det (12 + HHH))}
R (3) +
~ 16 16 16 082 16
1 1 5

| 2
5 + 1 0gy(3) + 16 0g5(5)

Bit

~ 1,622 —m—.
’ Kanalzugriff

25 / 29

2 )

16



Formelsammlung und Tabellen/Formulary and Tables

A Tabelle der Standardnormalverteilung/ Standard Normal Distribution
Table

Lz | 2@ [ 2 | @@ [ | @ [z | o) [z [ o) |
0,00 | 0,500000 [| 0,80 [ 0,788145 [ 1,60 | 0,945201 || 2,40 [ 0,091802 || 3,20 | 0,999313
0,02 | 0,507978 || 0,82 | 0,793892 | 1,62 | 0,947384 || 2,42 | 0,092240 || 3,22 | 0,999359
0,04 | 0,515953 || 0,84 | 0,799546 | 1,64 | 0,949497 || 2,44 | 0,992656 || 3,24 | 0,999402
0,06 | 0,523922 || 0,86 | 0,805105 | 1,66 | 0,951543 || 2,46 | 0,993053 || 3,26 | 0,999443
0,08 | 0,531881 || 0,88 | 0,810570 || 1,68 | 0,953521 || 2,48 | 0,093431 || 3,28 | 0,999481
0,10 | 0,539828 || 0,90 | 0,815940 || 1,70 | 0,955435 || 2,50 | 0,993790 || 3,30 | 0,999517
0,12 | 0,547758 || 0,92 | 0,821214 | 1,72 | 0,957284 || 2,52 | 0,094132 || 3,32 | 0,999550
0,14 | 0,555670 || 0,94 | 0,826391 || 1,74 | 0,959070 || 2,54 | 0,094457 || 3,34 | 0,999581
0,16 | 0,563559 || 0,96 | 0,831472 || 1,76 | 0,960796 || 2,56 | 0,094766 || 3,36 | 0,999610
0,18 | 0,571424 || 0,98 | 0,836457 | 1,78 | 0,962462 || 2,58 | 0,995060 || 3,38 | 0,999638
0,20 | 0,579260 || 1,00 | 0,841345 | 1,80 | 0,964070 || 2,60 | 0,995339 || 3,40 | 0,999663
0,22 | 0,587064 || 1,02 | 0,846136 | 1,82 | 0,965621 || 2,62 | 0,995604 || 3,42 | 0,999687
0,24 | 0,594835 || 1,04 | 0,850830 | 1,84 | 0,967116 || 2,64 | 0,995855 || 3,44 | 0,999709
0,26 | 0,602568 || 1,06 | 0,855428 | 1,86 | 0,968557 || 2,66 | 0,096093 || 3,46 | 0,999730
0,28 | 0,610261 || 1,08 | 0,859929 | 1,88 | 0,969946 || 2,68 | 0,096319 || 3,48 | 0,999749
0,30 | 0,617911 || 1,10 | 0,864334 | 1,90 | 0,971283 || 2,70 | 0,996533 || 3,50 | 0,999767
0,32 | 0,625516 || 1,12 | 0,868643 | 1,92 | 0,972571 || 2,72 | 0,996736 || 3,52 | 0,999784
0,34 | 0,633072 || 1,14 | 0,872857 || 1,94 | 0,973810 || 2,74 | 0,096928 || 3,54 | 0,999800
0,36 | 0,640576 || 1,16 | 0,876976 || 1,96 | 0,975002 || 2,76 | 0,097110 || 3,56 | 0,999815
0,38 | 0,648027 || 1,18 | 0,881000 | 1,98 | 0,976148 || 2,78 | 0,097282 || 3,58 | 0,999828
0,40 | 0,655422 || 1,20 | 0,884930 | 2,00 | 0,977250 || 2,80 | 0,097445 || 3,60 | 0,999841
0,42 | 0,662757 || 1,22 | 0,888768 | 2,02 | 0,978308 || 2,82 | 0,097599 || 3,62 | 0,999853
0,44 | 0,670031 || 1,24 | 0,892512 | 2,04 | 0,979325 || 2,84 | 0,097744 || 3,64 | 0,999864
0,46 | 0,677242 || 1,26 | 0,896165 | 2,06 | 0,980301 || 2,86 | 0,097882 || 3,66 | 0,999874
0,48 | 0,684386 || 1,28 | 0,899727 | 2,08 | 0,981237 || 2,88 | 0,098012 || 3,68 | 0,999883
0,50 | 0,691463 || 1,30 | 0,903200 | 2,10 | 0,982136 || 2,90 | 0,098134 || 3,70 | 0,999892
0,52 | 0,698468 || 1,32 | 0,906582 | 2,12 | 0,982997 || 2,92 | 0,098250 || 3,72 | 0,999900
0,54 | 0,705401 || 1,34 | 0,909877 || 2,14 | 0,983823 || 2,94 | 0,098359 || 3,74 | 0,999908
0,56 | 0,712260 || 1,36 | 0,913085 | 2,16 | 0,984614 || 2,96 | 0,098462 || 3,76 | 0,999915
0,58 | 0,719043 || 1,38 | 0,916207 || 2,18 | 0,985371 || 2,98 | 0,098559 || 3,78 | 0,999922
0,60 | 0,725747 || 1,40 | 0,919243 || 2,20 | 0,986097 || 3,00 | 0,098650 || 3,80 | 0,999928
0,62 | 0,732371 || 1,42 | 0,922196 | 2,22 | 0,986791 || 3,02 | 0,098736 || 3,82 | 0,999933
0,64 | 0,738914 || 1,44 | 0,925066 | 2,24 | 0,987455 || 3,04 | 0,098817 || 3,84 | 0,999938
0,66 | 0,745373 || 1,46 | 0,927855 | 2,26 | 0,988089 || 3,06 | 0,098893 || 3,86 | 0,999943
0,68 | 0,751748 || 1,48 | 0,930563 | 2,28 | 0,988696 || 3,08 | 0,098965 || 3,88 | 0,999948
0,70 | 0,758036 || 1,50 | 0,933193 || 2,30 | 0,989276 || 3,10 | 0,099032 || 3,90 | 0,999952
0,72 | 0,764238 || 1,52 | 0,935745 | 2,32 | 0,989830 || 3,12 | 0,999096 || 3,92 | 0,999956
0,74 | 0,770350 || 1,54 | 0,938220 || 2,34 | 0,990358 || 3,14 | 0,099155 || 3,94 | 0,999959
0,76 | 0,776373 || 1,56 | 0,940620 | 2,36 | 0,990862 || 3,16 | 0,099211 || 3,96 | 0,999963
0,78 | 0,782305 || 1,58 | 0,942947 | 2,38 | 0,991344 || 3,18 | 0,099264 || 3,98 | 0,999966
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B Folgen und Reihen/Sequences and Series

> 1
Z:L"” =l4+z+a®+234+ . = , lz| <1 (B.1)
o 1-2z
> 1
nz::lmc"_l =142z +32% + 423+ - :m, lz| <1 (B.2)
k 1— xk+1
S an =l4z+a+ +aF =— z#1 (B.3)
o 1-2z
T n _ r 2 _ r ‘$| < 1,7“ >0
=1 1 1
Z—x" =l4z+-2?+-23+... =¢7, z€R (B.5)
= n! 2 6
oo — 1) -1 2
E]—nﬁ¢@——L BT it = In(z), 0<z<2 (B.6)
o] n 2
k
k(k+1
Sn =142+3+---+k =<2+ ), k>1 (B.7)
n=1
C Integralrechnung/Integrals
/(5(x —x0) p(x) dz = p(z0), Vg e R (C.1)
/xe‘w dx = e—2(ax -1) (C.2)
a
/332 e dx = 2—3((123:2 — 2ax + 2) (C.3)
1 1 T
/m dx = aarctan <a> (04)
v B 0% ) B
/e sin(bx) dz =2 (a sin(bx) bcos(bx)) (C.5)
2
/sin(a:c) cos(ax) dzx = _cosziaa:), a0 (C.6)
T n ,—axr n!
/;U e " dx = a>0neN (C.T7)
0
/ach_’””2 dz = 4(\1/55 fira>0 (C.8)

0

D Formeln zur Fouriertransformation/Fourier Transformation

Definition

sz/xmﬁwdfwﬂ /mmﬂmmzxm (D.1)
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Eigenschaften/ Properties

Z C; g (t)

+o00
| koPa

Korrespondenzen/ Transform Pairs

1
cos(2m fot)
in(mF't
F -sinc(F't) = sin(r )
e

e—7rt2

w(t):{ 1, it < %

T

1 1

5(t)
sin(27 fot)
1
2(t) = { , t>0
0, t<0
e a>0
—at t
() = e % >0 ’
0, t<0
te~at t
() = e %, >0 7
0, t<0
ks
Tt
j sign(t)
1o m(N)
H{z(t)) ;/_oot_AdA
Z o(t —mT)

o—e > ciXi(f)
o—e (j27f)" X(f)

o—e 4(f)
e 2O(f+ fo) + 500~ fo)
e 1 A<
o—e e_”fQ

sin(7 fT')

o—e T .sinc(Tf) = f

o—e cos(2mfty)

o—e |

o—e %5(f+f0) - %5(]0 — fo)
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E Trigonometrie/ Trigonometry

cos(x - y)
sin(z £+ y)

COS T - COSY
sinz -siny

sinx - cosy

cosx cosy F sinxrsiny

sinx cosy + cos rsiny
%(cos(x —y) + cos(z + y))

(cos(a: —y) — cos(z + y))

N[ —=

(sin(yc —y) + sin(z + y))

N[ =
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