AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Ubungen zu Nachrichtentechnik 1

Ubung 2: Stochastische Prozesse, Signale und Systeme, Mobilfunkkanal
Marcus Muller | 9. Mai 2018

INSTITUT FUR NACHRICHTENTECHNIK (CE|

3000

2000

1000

—1000

Quadrature component

—2000

-300
—8000 —2000 -1000 © 1000 2000 3000
In-phase component

KIT — Universitat des Landes Baden-Wilrttemberg und
nationales F in der Helmhol q



http://www.kit.edu

Stochastische Prozesse (Wdh. WT) g\(lT

Das Wichtigste in Kirze:

m Ein stochastischer Prozess X{t, ¢} ist eine Familie von
Zufallsvariablen

a [ ist Ublicherweise die Zeit

a ¢ stellt eine Realisierung dar

a Ergodisch: alle Eigenschaften des Prozesses lassen sich aus einer
Realisierung ablesen

a Ergodizitat kann nur schwer nachgewiesen werden und wird im
Folgenden immer als gegeben vorausgesetzt, d.h. es werden nur
Prozesse X(t) betrachtet

a Betrachtet man einen stochastischen Prozess zu einem festen
Zeitpunkt fy, so erhalt man eine Zufallsvariable

m Stochastische Prozesse kénnen durch ihre Verteilungsfunktion
Fx(x, t) oder ihre Dichte fx(x, t) beschrieben werden.
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Stochastische Prozesse (Wdh. WT):
. AT
Erwartungswert und Kreuzkorrelation

a Der Erwartungswert ist definiert als:

o0

E{X(z‘)}:/ xfx(x, t)dx (1)

a Wie aus (1) leicht nachgewiesen werden kann gilt fir den Erwartungswert:
E{cX(t) + d} = cE{X(t)} + d

a Die Kreuzkorrelationsfunktion beschreibt eine Beziehung zwischen zwei
stochastischen Prozessen. Sie kann als eine Art Ahnlichkeitsmalf3
interpretiert werden:

o0

oxr(t, 1) = B{X(t) Y ()"} = / X6 Y e (X Vi ) O, Y,

Fur X(t) = Y(t) ergibt sich die Autokorrelationsfunktion.
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Stochastische Prozesse (Wdh. WT): IT
Unabhéngigkeit und Unkorreliertheit S

m Sind zwei stochastische Prozesse unabhéngig, so ist

fXY(Xt1,}/t2) = fX(Xﬁ) : fY(yfz)

und
exv(t, ) = E{X(t)}E{Y"(&)}.

a Letzteres wird als Unkorreliertheit bezeichnet.

a Aus der Unabhangigkeit folgt immer die Unkorreliertheit. Umgekehrt
gilt dies im Allgemeinen nicht. Bei normalverteilten Zufallsvariablen
kann jedoch von Unkorreliertheit auf Unabhangigkeit geschlossen
werden.
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Stochastische Prozesse (Wdh. WT): QAT
Leistungsdichtespektrum, Stationaritat FEE

a Als Leistungsdichtespektrum wird die Fouriertransformierte der
Autokorrelationsfunktion bezeichnet:

Pxx(f) = Floxx(7)}

a (Schwache) Stationaritat: Ein stochastisches Signal X(t) ist
schwach stationar, wenn folgende beide Bedingungen erflllt sind:

@ Sein Erwartungswert E{X(t)} ist konstant fir alle t.
@ Seine AKF @xx(t, k) hangt nur von der Zeitdifferenz 7 = t, — t; ab.
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Aufgabe 11 [Jon11] A\‘("

Fur die Bewertung von Ubertragungsverfahren ist der Kanal, der nur
weiBBes GauB’'sches Rauschen zum Signal addiert, besonders wichtig.
Nach seiner englischen Bezeichnung wird dieser Kanal auch Additive
White Gaussian Noise (AWGN)-Kanal genannt.

a) Welche Amplitudenverteilung hat das Stérsignal im AWGN-Kanal?

b) Geben Sie die Autokorrelationsfunktion (AKF) und das
Leistungsdichtespektrum (LDS) des Stdrsignals an.

Anmerkung: Additive White Gaussian Noise (engl.) = additives weil3es
Gauf3’sches Rauschen
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Aufgabe 12 [Jon11] A\‘("

Ein reeller weiBer GauBprozess X(t) wird mit einem idealen Tiefpass der

Breite B = 1 gefiltert:

a) Wie lautet die AKF des Tiefpass-Ausgangsprozesses Y (t)?

b) Y(t) wird zu den Zeitpunkten t = kT, abgetastet: Wie muss Ty
gewahlt werden, damit die Abtastwerte mit dem zeitlichen Abstand Tx4
unkorreliert sind?
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AWGN Demo A\KIT

Im Laufe des Semesters werden verschiedene Demos zur
Veranschaulichung einzelner Sachverhalte gezeigt

m Diese finden Sie dann (spatestens nach der jeweiligen Ubung) auch
im ILIAS bzw. einen Link, wo sie die Demo herunterladen kénnen

a Die Demos sind zum Teil in python und zum Teil in MATLAB
geschrieben.

a Einige Demos gibt es nur als binary mit GUI, bei anderen erhalten Sie
den Quellcode und sind dazu aufgerufen damit zu experimentieren

a Die Demos sind alle unter Windows und Linux laufféhig
a Installationsanleitungen finden Sie ebenfalls im ILIAS
m Bei Fragen: Melden Sie sich!
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Aufgabe 14 [F2012] AIT

Gegeben ist der folgende stochastische Prozess:
Z(t) = Xsin(2rfrt +Y).

X und Y sind stochastisch unabhangig und beschreiben jeweils eine
Gleichverteilung im Intervall [—m, 7).

a) Berechnen Sie die Autokorrelationsfunktion von Z(t).
b) Ist Z(t) stationar? Begriindung!
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Wdh. Lineare Elektrische Netze

Bestimmung der Ubertragungsfunktion von Filterschaltungen:

a Impedanzen (bei Signal mit w = 27f):
® Kapazitat: Zc = 715
a Induktivitat: Z7, = jwlL
a Widerstand: Zr = R
a Spannungsteiler: Die Uber einer Impedanz
abfallende Spannung ist proportional zu dieser

Impedanz.

Bsp.:
Uz 2>

U0:Z1+Zz
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Wdh. Lineare Elektrische Netze g\(IT

Ersatzschaltungen:

a Reihenschaltung

21

N
ZErs. Reihe = Z Zn

n=1

22

a Parallelschaltung

1
ZErs. Parallel = N 1 A%
Zn:1 Zn
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Aufgabe 18 [H2011]

In der folgenden Abbildung finden Sie das Ersatzschaltbild einer
Ferritstabantenne, die unter anderem zum Empfang von
Langwellensignalen genutzt wird.

I~
o

uaus(t)

..t

Abbildung: Ersatzschaltbild einer Ferritstabantenne

a) Berechnen Sie den Frequenzgang H(f) = Za“is((ff))
sowie dessen Betrag |H(f)|.
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Aufgabe 18 [H2011] AT

b) Die Spule hat eine Induktivitdt von 7 mH. Welche Kapazitat miissen
Sie einstellen, um einen Radiosender mit der Tragerfrequenz
fr = 150 kHz zu empfangen.

Hinweis: Die Resonanzfrequenz ist die Frequenz, bei der die
Ubertragungsfunktion rein reell ist.

c) Sie wissen durch Messungen, dass die Autokorrelationsfunktion des
Eingangssignals uein(t) den in der folgenden Abbildung dargestellten
Verlauf hat. Berechnen Sie das Leistungsdichtespekirum des
Ausgangssignals Uyys(t).

} } } } /T
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Lésung zu Aufgabe 18 a)

Der Frequenzgang ergibt sich zu:

JwL
— 2
H(_/L«J) _ 1 LC

JwlL
1—w?LC +R
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Lésung zu Aufgabe 18 a) A\KIT

Der Frequenzgang ergibt sich zu:
JwL
. - :
H(jw) = ——=+"tC gemeinsamer Hauptnenner
1—w2LC
JwL

_ 1—w?LC . . ,

= Tl RO—w?L0) kiirzen & konj. Komplex erweitern
1—w2LC
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Lésung zu Aufgabe 18 a) A\KIT

Der Frequenzgang ergibt sich zu:
JwL
H(jw) = _wile gemeinsamer Hauptnenner
kR
1—w2LC
JwL
= 1-wiC kirzen & konj. Komplex erweitern
" jwl+R(1—w?LC) J- P
1—w2LC
jwL(R(1 — w?LC) — jwl)

[R(1 — w2LC)]? 4 (wL)?

Real- u. Imaginarteil trennen
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Lésung zu Aufgabe 18 a) A\‘("

Der Frequenzgang ergibt sich zu:

JwL
. 1—w2L .
H(jw) = ——=+"tC gemeinsamer Hauptnenner
_Jwl +R
1—w2LC
JwL
_ 1—wllC - : H
= JolRO—w?L0) kiirzen & konj. Komplex erweitern
1—w2LC

_ JjwL(R(1 — w?LC) — jwl)
"~ [R(1 = wLC)]? + (wL)?
_ (wL)? 4 jwLR(1 — w?LC)
~ [R(1 — w2LC))? + (wlL)?

Real- u. Imaginarteil trennen
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Lésung zu Aufgabe 18 a) (ctd.) &‘(lT

Zum Betrag via |H(jw)| = +/|H(jw)|?:
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Lésung zu Aufgabe 18 a) (ctd.) &‘(lT

Zum Betrag via |H(jw)| = +/|H(jw)|?:

o (wL)? 4 jwLR(1 — w?LC)
Hlw) = [R(1 — w2LC))? + (wlL)?
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Losung zu Aufgabe 18 a) (ctd.) AT
Zum Betrag via |H(jw)| = +/|H(jw)|?:

H(iw) = (wL)? + jwLR(1 — w3LC)
[R(1 — w2LC))? + (wlL)?
H(jw) 2 = (wL)* + (WLR)?(1 — w?LC)?

(IR(1 = w2Le)? + (wL)2>2
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Lésung zu Aufgabe 18 a) (ctd.) &‘(lT

Zum Betrag via |H(jw)| = +/|H(jw)|?:

H(w) = (wL)? + ijF?(12 — w?LC)
[R(1 — w?LC)]" + (wL)?
(wL)* + (WLR)?(1 — w?LC)?

([R(1 —WLO)P + (wL)2>2
(wL)?((wL)? LC)?)

([R(1 —W2LC)P + (wL)Z))é

|H(jw)|? =
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Losung zu Aufgabe 18 a) (ctd.) A\KIT

Zum Betrag via |H(jw)| = +/|H(jw)|?:

H(w) = (wL)? + ijF?(12 — w?LC)
[R(1 — w?LC)]" + (wL)?
(wL)* + (WLR)?(1 — w?LC)?

([R(1 —WLO)P + (wL)2>2
(wL)?((wL)? LC)?)

([R(1 —W2LC)P + (wL)Z))é

H(jw)| = \/|H@) = vl

VIR( = 2LCO)P + (wL)?

|H(jw)|? =
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Lésung zu Aufgabe 18 b) und c) A\KIT

b) Resonanzfrequenz bestimmen, via Jm{H(jw)} £ 0, siehe Skript.

¢) Hinweis: Um das Dreieck zu transformieren, zerlegen Sie es in die
Faltung zweier Rechtecke.
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Lésung zu Aufgabe 18 b) und c) AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

b) Resonanzfrequenz bestimmen, via Jm{H(jw)} £ 0, siehe Skript.

¢) Hinweis: Um das Dreieck zu transformieren, zerlegen Sie es in die
Faltung zweier Rechtecke.

Erinnerung: Faltung

a Faltungssatz:
/ a(t) - b(t— 7)dr = a(t) = b(t) o—e A(f) - B(f)

m Faltung mit Dirac §(f — fr) ergibt Verschiebung um fr
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