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1.4 Das freie qguantenmechanische Elektron FE 2.2
. . ., Ow(X,t) 7
Zeitabh S-Glg. h = ———+ t X,t
eitabhangige g h— { P \)( )}W( )

Analogie zu den elektromagnetischen Wellen, ,Materiewellen®,
Intuitives Raten etc.

—— Wellenansatz: w(X,t) = Aexp(j(kx —at))

linke Seite: jh%Aexp(j(kx — o)) = jA(—jw)Aexp(j(kx - at)) = Awexp(j(kx — at))

rechte n* o n’jk o -

—_— ————Aex kx —wt)) = — — Aex kx — wt

Seite: { 2m ox’ } PUGK= 1) =~ om ax " BXPUGX—at))
21,2

K Aexp(j(kx —mt))
m
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Die Losungen der Schroédinger-Glg. fur das freie Teilchen  FE23

h2k?
:{hw— }Aexp(j(kx—a)t)):o
2m

-muss erfullt sein fir alle Zeiten t, d. h. wir erhalten mogliche Lésungen fir

die o und k, fur die die Beziehung fk2 _
w—=—2_ gilt
2m

— unendlich viele Lésungen

0
Fiur alle —oo <k < oo gibt es
jeweils ein passendes w, so
dass die Gleichung erfillt wird.
. . 0
Dieser Zusammenhang wird als Wellenvektor &

Dispersionsrelation bezeichnet. Dispersionsrelation*
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Die Losungen der S.-Glg. flr das freie Teilchen FE 24

Re
Ebene Welle: (v)

w(xt) = Aexp(j(kx —at))
X

..schon und gut, aber wie komme ich wieder an reale Grofzen ??

1. Der Ort des Teilchens:

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist proportional zum Absolutquadrat der
Wellenfunktion:

p(x,t) =) =y (X, (xt) =
A" exp(jkx — jkx — jat + jot) =|Al

...aha, raumlich konstant !?
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Die LOosungen der S.-Glg. fur das freie Teilchen FE25

Re
Ebene Welle: (v)

w(xt) = Aexp(J(kx —at))
X

..schon und gut, aber wie komme ich wieder an reale Grol3en ??

2. Phasengeschwindigkeit:

Wie schnell bewegt sich ein Punkt konstanter Phase ? Das heisst, wir suchen
die x-Werte, fur die das Argument in der Wellenfunktion gleich bleibt:

(kx -, t) =const. = %(kx -w1)=0

= kv, —a, :O:>V|O:wk = ik
k 2m
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Die Losungen der S.-Glg. fur das freie Teilchen FE 2.6

Re
Ebene Welle: (v)

w(xt) = Aexp(j(kx —at))
X

..schon und gut, aber wie komme ich wieder an reale Grofzen ??

wl 1E >
|

3. Der Impuls (klassisch p=mv):

Zusammenhang wurde schon von Louis de Broglie 1923 erkannt:

Wellenlange 1 = h Mit A = o folgt p = h = hk = hk. ,
P A 27 Louis de Broglie
(1892-1987)

Jeder Welle mit Wellenzahl(vektor) k ,entspricht” ein Elektron mit Impuls p=hk.
(Eine ,sauberere “ EinfUhrung erfolgt spater.)

Es handelt sich um ein ,merkwurdiges” Elektron, da total delokalisiert.
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Die LOosungen der S.-Glg. fur das freie FE 2.7

Teilchen: Superposition

ungefahre Position
(a) des Teilchens (AXx)

Aufgrund des Superpositionsprinzips kann Superposition
man beliebig L6sungen mit verschiedenen
Impulsen Uberlagern:

w(xt) = [ AK)exp(j(kx - a,t))dk =

— Komponenten mit
unterschiedlichem
(b) Impuls

j dkA(k)exp(j(kx — a,t)) || S——

hier konstruktive
Interferenz

(c) * _—
Position (Ax=0)

— >l — alle moglichen Wellenlangen
l (Impulse)
i

0
Wellenvektor £
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FE 2.8

o | CIoerE

Visualisierung der Uberlagerung von periodischen Funktionen (hier Kosinus)

Quelle: Albert Physik Interaktiv
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Die LOsungen der S.-Glg. fur das freie Teilchen FE2.9

Ubergang von einer Darstellung im ,Ortsraum®  ¥(Xt)

zu einer Darstellung im ,k-Raum®  w(kt) (Spezialfall einer Fouriertrafo.).

. 1 .
Ubergang von der einen zur anderen (k1) = ﬁjdxw(x,t)exp(ﬂkx)

Darstellung:

00 = = kgD exp(io)

(c)

Position (Ax=0)

— >l — alle moglichen Wellenlangen

Bsp.: Elektron flr t=0 vollkommen
lokalisiert im Raum bei x=0 0

\ (Impulse)




Die LOsungen der S.-Glg. fur das freie Teilchen

SS 2015
FE 2.10

Darstellung eines lokalisierten
Elektrons kann durch die

Dirac‘sche Delta-Funktion erfolgen.

Fur die Darstellung im Impulsraum,
also die Fouriertransformierte ergibt
sich dann zum Zeitpunkt t=0:

w(x,0) = &(x)

o firx =0
5(x) ={
0 sonst

T o(x)dx =1; T o(x)f(x)dx =f(0)

T dxo(x)exp(—jkx) = 1

1
7(k.0) = L
y(k,0) or or

(c)
Position (Ax=0)

alle moglichen Wellenlangen
(Impulse)




Die LOsungen der S.-Glg. fur das freie Teilchen vy

Fur die einzelnen ebenen Wellen kennen wir jetzt die Zeitabhangigkeit:

2
(K 1) = —— exp(—]jat) mit - K

J2r " 2m

und konnen jetzt fur alle Zeiten durch die Rucktrafo

die Wellenfunktion durch eine ,einfache”
Integration berechnen.

w(X,t) = % j dk (k,t) exp( jkx)

- keine explizite Lésung der S-Glg. mehr erforderlich !
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Die LOsungen der S.-Glg. fur das freie Teilchen: Wellenpakete FE 212

. . 1 X° .
Mathematisch einfacher zu handhaben: y(X,0) = exp(———) exp( jk,X)
,/a T 2a

] 1 X°
X

e scheinlichkeit a7

0

... einigermassen auf Ax=2a lokalisiertes Teilchen

Wir basteln uns das Ganze aus ebenen Wellen zusammen: (Fouriertrafo)

J8
1 . a K-k, ) ‘\a
w(k,0) = o jdxw(x,O)exp(—ka):\/%exp{_(ﬁ/aj } /J\\
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Die Losungen der S.-Glg. fur das freie Teilchen: Wellenpakete FE2.13

Frapagation of a wavepacket

Fasitian

ﬂ| Data shown : |m‘|| Width : (0.5 vH

Propagation of a free wavepacket

Quelle: http://www.quantum-physics.polytechnique.fr/en/index.html
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Die Losungen der S.-Glg. fur das freie Teilchen: Wellenpakete FE2.14

- damit ergibt sich eine qualitative Aussage Uber das Verhéaltnis von Ax und Ak

- Losung fur alle Zeiten, denn wir missen jetzt die ebenen Wellen nur noch
Joslaufen” lassen ( )

((azk + X))
w(x,t) = 4/ exp(—=
/ jht

ks )exp% -
bzw. flir die Wahrscheinlichkeitsdichte

(aﬁjmJ J

t=0 t=t

Rkt ]

1 1 A —
A)=——— ;- >
p(x,t) = N (t)exp 2 ol ﬁ; m\
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Die Losungen der S.-Glg. fur das freie Teilchen: Wellenpakete FE 2.15
t=0 et - Wellenpaket zerfliesst im
) © Laufe der Zeit !

200 Am - Schwerpunkt bewegt sich mit
/ \ einer Geschwindigkeit

V X
m
T Ik
Gruppengeschwindigkeit: V, = —0 _ 2v,
m

Nettes Applet zur Visualisierung der Wellenpaket-Dynamik:

http://www.quantum-physics.polytechnique.fr/en/index.html
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Die LOsungen der S.-Glg. fur das freie Teilchen: Wellenpakete FE2.16

SN /IXE

X / \
k
0 Ko

,Ortsraum® ,<Jmpulsraum®

Breite der Funktionen im Orts- bzw. Impulsraum verhalten sich reziprok
zueinander

Ganz allgemein qilt:

AXAK > 1 AXAp 2 h
2 2

Heisenberg‘sche Unscharferelation fur Impuls und Ort !



