. FE 3.1
Ubersicht tber die Vorlesung

1. Grundlagen der Quantenmechanik
1.1 Einleitung
1.2 Historisches
1.3 Die Schrodinger-Gleichung

1.4 Das freie quantenmechanische Elektron

1.5 Quantenmechanische Erwartungswerte

2. Elektronische Zustande
3. Vom Wasserstoffatom zum Periodensystem der Elemente
4. Elektronen in Kristallen
5. Halbleiter
6. Quantenstatistik fUr Ladungstrager Festkorperelektronik
7. Dotierte Halbleiter SS 2015
8. Halbleiter im Nichtgleichgewicht 3. Foliensatz
. 24.04.2015
9. Der pn-Ubergang




FE 3.2
1.5 Quantenmechanische Erwartungswerte

Die Zeitentwicklung der Wellenfunktion ist (im Prinzip) bekannt.

Wie werden nun messbare Grél3en vorhergesagt/berechnet ??

Wir kennen schon die 5 .
Aufenthaltswahrscheinlichkeit: p(X,t) = ‘W(X,t)‘ =y (X,Dw(Xt)

Allgemeiner:

Der Erwartungswert bei einer Ortsmessung ist: < X > () = IdXW (X, )X (X,1)

Er ist der Mittelwert, der sich flr die Messgrof3e Ort ergibt, wenn eine grof3e Anzahl
von Messungen an gleichartigen guantenmechanischen Systemen gemessen wird.

Aber: Bei einer einzelnen Messung wird immer nur ein bestimmter Wert gemessen.

Damit haben wir den Ort des Teilchens quantenmechanisch im Griff !

... aber was ist mit allen anderen physikalischen Gréf3en (Energie, Impuls etc.) ??
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Quantenmechanische Erwartungswerte

3. Postulat der Quantenmechanik:

Physikalische Mel3grdf3en werden durch Operatoren beschrieben. Dem
Teilchenort wird der Operator

X zugeordnet, der (x) mit x multipliziert.
G
Dem Impuls wird der Operator P = _Jha_x zugeordnet.

Bei oftmaliger Messung einer Grol3e F(x,p) an einem quantenmechanischen
System ergibt sich als Mittelwert:

J o (X OF (%, By (x.1)

<fF>=
Jadxy (et (1)
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Quantenmechanische Erwartungswerte: Bsp. Ebene Welle

w(x,t) = Aexp(j(kx - o))

Ort: ...hatten wir im _[derxp( j(kx — oy t))xAexp(j(kx — o t)) _[dxx
<X>=

Prinzip schon. J'derxp( j(kx — o t))Aexp(j(kx — a,t)) IdX

Erwartungswert fur den Impuls:

JdxAexp(-(kx — ) 2 JAeXP(i(kx - 1)
P [axAexp(-j(kx - at)Aexp(j(kx - a)) }

— jhjk j dxAexp(—j(kx — a t))Aexp(jkx — at))
| dxAexp(=j(kx — oy t))Aexp(j(kx — 1))

= hk



Quantenmechanische Erwartungswerte: Bsp. Ebene Welle

. 1 ?
Kinetische Energie ? Klassisch: WKin:E mv? = p_

2m

0

Wir benutzen die ,Quantisierungsvorschrift" P= _Jh ~

OX

und schreiben den klassischen Ausdruck als Operator:

. 1 , p°
Klassisch: W, =—mv* = —
2 2m

~2
— quantenmechanisch: W, = _2p = om Ox2
m m oX

FE 3.5



Quantenmechanische Erwartungswerte: Bsp. Ebene Welle

i J'dxA exp(—j(kx — a)kt))(—i 8—22)A exp(]j(kx —a,t))
W >= 2m 0OX _
. _[ dxAexp(—j(kx — a)kt))A exp(j(kx —a,t))

jderxp( j(kx — a)kt))( )Aexp(j(kx o, 1)) NS

FE 3.6

— k
[ dxAexp(—j(kx - a)kt))Aexp( i(kx — @, t)) 2m
W 2
. . hk .
® Vergleich mit w=—- zeigt, dass
2m
21,2
(W, ) =W = K e
2m
Dispersionsrelation ist auch der Zusammenhang
Wellenvekior & zwischen Energie und Wellenzahl (Impuls).

. . L Dies wird uns in leicht modifzierter Form als
,2Dispersionsrelation

Bandstruktur eines Halbleiters wieder begegnen.
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Die zeitunabhangige S-Glg.

o ., Op(Xx,t) he 0°
Die zeitabh. S-Glg: h =J— +V (X X, t
L~ { o 2 (xX) pw(X,t)

Ist das Potential zeitunabhangig, so kann die Wellenfunktion als Produkt
von einem Phasenfaktor und einem zeitunabhangigen Term angesetzt

werden: W(X,t) _ ¢(X)e—jwt
Einsetzen:
ih a‘”gtx’” - i< (p(x)exp(-jt)) = Jg(x)exp(-jt)(-je)
_ {— th sz +V(x)}¢(x)exp(—jwt> - exp(—jwt){— th (,fxz +V(x)}¢(x)
heop(x) = {—f o +V(x)}¢(x>
m oX
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Die zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung

52

hZ
{_ 2m ox°

(

.

hZ

+V(X)}<0(X) = ho e(X)

62

~ 2m ox*

.

W kin

nehmen wir wieder y statt ¢:
W

N

_ ,<Zeitunabhangige” (stationare)
+V (X) >W(X) W W(X) Schrodinger-Gleichung

W pot

7

'

W ges

J

Hy(x) = Wi (x)

H ist der Hamiltonoperator (Hamiltonian)



Die zeitunabhangige S-Glg. als Eigenwertproblem =

Operator angewendet auf die Funktion ergibt wieder die Funktion selber,
multipliziert mit einer Konstanten ....

...analog zum Eigenwertproblem der linearen Algebra !

~~ (1 0)- -
Ae = e=E,e
0 2

Gesucht sind also im allgemeinen Eigenfunktionen und Eigenwerte

zum Hamiltonoperator.
Die weitreichenden Analogien sind noch offenkundiger in der Matrizenmechanik,

der Heisenberg'schen Formulierung der Quantenmechanik.
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Die zeitunabhangige S-Glg. fur den (unendlich hohen) Potentialtopf

Diese Situation ist ndherungsweise in
vielen modernen Halbleiterbauelementen gegeben:

Al Ga, As GahAs Al Ga, As

V . g'_.ate i;ﬂ?grt_ky channel substrate
1.42+1.25x 1.42 1.42+7.25x Y

Sidonors "'-’.._ E
l J ~ two dimentional
0 O

electron gas (2DEG)

AE.= D.7Tx
AE= 0.48x
= = T ¥
Current . Y ,b'\,:l'—qj“\ ,;?
L " L b @
P & oy &
caved surface mirror Lot
>
—p
L <1O Llectrode
’ GaAs ) .
nm ! 7 Abb.: Banddiagramm eines
_ =\ > HEMT (high electron mobility transistors)
Abb.: Schema eines Elektrons (
; . | . oben)
im Potentialtopf & GaAs
Eleetrode

Abb: Schema einer Halbleiterlaserdiode

shethve region (links, links oben)

(stimulated emission region)



Leucht- und Laserdioden: Eine Vielzahl von Potentialtopfen

100mW Laserdiode 405nm (Blu-Ray)
Wellenléange: 405nm

Power: max. ~150mW (CW)
Laser-Pickup: PHR-803t

Empfohlen wird ein Diodentreiber mit 200maA.

Das ergibt ca. 60-100mW Ausgangsleistung.

Mehr ist moéglich, verkirzt aber die Lebensdauer der Diode.
Passt perfekt in das 5mW Lasermodul.

Dioden sind Neu. Ausgebaut aus Laser-Pickup.

Produkt ist sofort verfigbar
35,00 €

Preis zzgl. Versand _
Quelle: www.insaneware.de

100 nm
300 nm

100 nm
10 nm
2.5nm
2.5 nm

5nm

5 nm
100 nm
425 nm
230 nm
580 nm

2100 nm
30 nm

Fig. 2: Typical epitaxial layer sequence of an
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GaN :Mg

Al g 12Ga g ggN:Mg

GaN :Mg

Al 5. 42Ga g ggN:Mg

GaN

Ga,_.In, N
L}xn (n=1-5)

GaN

GaN

GaN :Si

Gah :Si

GaN :Si

GaN

GaN Nucleation Layer

Sapphire

(AlGaln)N-based QW diode laser.

Abb. 2: Typische epitaktische Schichtenfolge

eines (AlGaln)N-Quantenfilm-Diodenlasers.

Quelle: FHG-IAF, Freiburg


http://www.insaneware.de/epages/61714203.sf/de_DE/?ObjectPath=Categories/CustomerInformation
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Die zeitunabhangige S-Glg. fur den (unendlich hohen) Potentialtopf

P P

I:<1O nfn

klassisch:

Elektron ,liegt" entweder auf dem Boden
(kinetische Energie = 0)

oder
-beweqgt sich wie ein Ping-Pong-Ball
hin und her

-stdsst jeweils gegen die Wand und kehrt
Impuls und Geschwindigkeit um
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Die zeitunabhangige S-Glg. fur den (unendlich hohen) Potentialtopf

‘ Quantenmechanisch:

P

P
‘ Suche Eigenfunktionen und
Eigenwerte zur zeitunabhangigen
Schrodinger-Gleichung:

{_h_a_ +V(x)}w(X) =Wy/(X)

2m ox°
< > >)( t
L <10 nm mi
0:0<x<L
V(X) =
o sonst

...vollkommen analog zum elektromagnetischen Hohlraumresonator !
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Die zeitunabhangige S-Glg. fur den (unendlich hohen) Potentialtopf

-

n? o2
- 2m ox2

.

i

+V(X)

N

w(X) =Wy(X)

J

Qualitatives zur Losung:

l

Unendlich hoher Potentialwall

y(X) verschwindet ausserhalb des Topfes

0 L~ (,sonst gabe es divergierende Energiedichten®)

|

mit Stetigkeit von y(x) folgt dann y(0)=y(L)=0

(Die Stetigkeitsbedingung fallt hier noch ein wenig vom Himmel und
wird spater noch einmal genauer diskutiert!)
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Die zeitunabhangige S-Glg. fur den (unendlich hohen) Potentialtopf

-

n? o2
- 2m ox2

.

i

+V(X)

N

w(X) =Wy(X)

J

Qualitatives zur Losung:

l

Unendlich hoher Potentialwall

y(X) verschwindet ausserhalb des Topfes

0 L (sonst gabe es divergierende Energiedichten)

|

mit Stetigkeit von y(x) folgt dann y(0)=y(L)=0

n’ 0

Zwischen 0 und L muss gelten:

- 2m ox2 v

(X) =Ww(x)
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2.2.1 Losung durch scharfes Hingucken

HO=UL=0 |~ () =Wy ()

hmm ... eine Funktion, die zweimal abgeleitet sich
selbst multipliziert mit einem Faktor ergibt ??

.. wie ware es mit einer Sinusfunktion ?
v (x)=A sin(kx)

h2 o° h*
Einsetzen: ——— —w(x) = —k?Asin(kx) = WAsin(kx)
2m ox 2m
0 L X
] N N h2k2
O.K., S-Glg. istgelost fur W = o

2
m(0)=y(L)=0: sin(kL)=0=kL=nz wobein ganz pzw. k = nT” und k2 :(nT”]
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Der unendlich hohe Potentialtopf. Eigenschaften der Losungen

2
. . h* .
Losungen haben die Form: w,.(Xx) =B, sin nzx W =— nz wobei n=1,2,...
L 2m\ L
W
y Y

Eigenschaften der L6sungen:

-es gibt nur bestimmte diskrete Energien
(,Quantelung®)

-es gibt eine Minimalenergie E=0 !!
(,Nullpunktsenergie®)




FE 3.20
Der unendlich hohe Potentialtopf. Eigenschaften der Losungen

n

) 2
Losungen haben die Form: v, (X)=B, sin(n—ij; W —h—(n—”] wobei n=1,2,...

- 2ml L
W
. % 0
Eigenschaften der Losungen: % 1
-das Elektron ist Gber den ganzen
Topf ,verschmiert®, aber nicht gleichmassig W,

-die niedrigste Ldsung hat keinen Nulldurchgang
(Knoten)

- je hdher die Energie, desto mehr Knoten W,

-abwechselnd symmetrische und w,
antisymmetrische Wellenfunktionen
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Der unendlich hohe Potentialtopf: Der konventionelle Weg

Wir wissen: Im Inneren des Topfes (0<x<L) erwarten wir
ebene Wellen (freies Teilchen, entweder nach links oder nach rechts laufend):

y(x,t) = A exp(j(kx —ait)); w (Xt) = A" exp(j(—kx —a,1))

—

P P

I:<1O nfn

>
X

l zeitunabhangig
™ (x) = A" exp(jkx); y(x) = A" exp(—jkx)
Ansatz zur Losung der zeitunabhéangigen S.-Glg.:

w(x) = A" exp(jkx)+ A~ exp(-jkx)
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Der unendlich hohe Potentialtopf: Der konventionelle Weg

Es muss aber auch erfullt werden: ~ ¥(0)=y(L)=0

w(0) = A" exp(jk0)+ A exp(-jk0)=A"+A =0

' w(L) = A" exp(jkL) + A" exp(-jkL) =0

— Lineares Gleichungssystem fur A* und A-d

In Matrixform:

I_:<10nr:n § 1_ 1_ A =0
exp(jkL) exp(—jkL) )\ A

Nichtriviale Losung, falls Determinante verschwindet:

det(...) = exp(—jkL) —exp(jkL) =-2jsin(kL)=0 =Kk, =n %; n ganze Zahl



Der unendlich hohe Potentialtopf: Der konventionelle Weg FE3.23

Fur die Wellenfunktionen ergibt sich dann:

W, (X) =A" exp(jknx) - A’ eXp(—jan) — 2A+J Sin(knx)

0.B.d.A.: wéahle B, =2A"]j

. (nzx .
Eigenfunktionen haben die Form:  w,(X) =B, sm(%} wobei n=1,2,...
he 0°
Eigenwerte: — v (X)=W_ iy _(X)
2m ox* " " o
2 A2 2 2
Einsetzen: —h—a—an sin(mxj _h (m] B, sin(%j
2m ox L 2m\ L L

W — 2 (nz)
Diskrete Energieeigenwerte: "“oml L



