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FE 4.3

2.3.1 Der endliche Potentialtopf: Stetigkeitsbedingungen

V(x)

X =Xo Xo X

Beim Ubergang vom unendlichen zum endlichen Potentialtopf andern sich die
Ldsungen qualitativ.

Eine wichtige Rolle spielen die Stetigkeitsbedingungen...
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2.3.1 Stetigkeitsbedingungen: Qualitativ

W+
V(x)

X =Xo Xo X

Wir haben schon gefordert, dass
- Im Gebiet des unendlichen Potentials die Wellenfunktion y verschwindet.

Begrindung:
h2 62
w*(x){———2+V(x)}w(x) ISt sowas wie eine Energiedichte. Wenn y
2m ox nicht Null ist, dann divergiert die

Energiedichte. Dies erscheint unsinnig.
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2.3.1 Stetigkeitsbedingungen: Qualitativ

W+
V(x)

X =Xo Xo X

Wir haben auch schon gefordert, dass
- die Wellenfunktion stetig ist.
Begrundung:

ISt sowas wie eine Impulsdichte
(proportional zum Strom).

Wenn i unstetig ist, dann divergiert diese
Dichte. Dies erscheint ebenso unsinnig.

t//*(X)(—hj a%]w(x)
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2.3.1 Stetigkeitsbedingungen: Quantitativ

W+
V(x)

>

X =Xo Xo X

Formaler Zugang: Wie sieht die Wellenfunktion y(x) an einer Sprungstelle x, aus ?

h* o°
Ausgehend von der S-Glg.: ———+V(X) 1w (X)=Ww(X) integrieren rund um x,:
2m ox? 0

Xo+0 Xo+0

. 2
Integrgtlon der S-Glg. von _ h (,/, (X, + ) = '(X, _5) j V (X)) (x)dx = I W (x)dx
Xo-0 bis X+ & : 2m
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2.3.1 Stetigkeitsbedingungen: Quantitativ

W+
V(x)

X =Xo Xo X

Formaler Zugang: Wie sieht die Wellenfunktion y(x) an einer Sprungstelle x, aus ?

h2 82
Ausgehend von der S-Glg.: {—%y +V(X)}I/I(X) =Ww(X) integrieren rund um x,:
h2 Xo+6 Xg+0
Integration der S-Glg. von —%(W'(Xo +6) -y (X, —8))+ I V(X (x)dx = f Wy (x)dx
Xy-0 bIS X+ 3 : Xo=0 Xo-5

50 fiir 5-0(falls V (x) endlich) 50 fiir 50

» y ist stetig differenzierbar falls AV endlich, sonst nur stetig
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2.3.2: Der endliche Potentialtopf: Struktur der LOsungen

W+

-L/2 L/2
. | .
Die ,ibliche* Darstellung des 0: |x|> >
Potentialtopfes: V(x) V(X) =+ ]
-V, i|x| <=
\ 2

Vo

Wir vermuten zwei qualitativ unterschiedliche Losungsarten:

- lokalisierte, gebundene Zustande, die so &hnlich aussehen
wie beim Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden
(Wellenfunktion verschwindet im Unendlichen)

-ebene Wellen, die irgendwie durch den Topf in inrer
Ausbreitung gestort werden

(sehr delokalisiert, &hnlich dem freien Elektron)




2.3.2: Der endliche Potentialtopf: Struktur der Losungen FE 4.9

-L/2, / L/2 0 |x| . L
V(X) =< 2

V. : |X| < E

V(x) oI,

Wir vermuten zwei qualitativ unterschiedliche Losungsarten:

- lokalisierte, gebundene Zustande, die so ahnlich aussehen wie beim Potentialtopf
mit unendlich hohen Wanden

-ebene Wellen, die irgendwie durch den Topf in ihrer Ausbreitung gestort werden
(ahnlich dem freien Elektron)



2.3.3: Der endliche Potentialtopf: Gebundene Losungen A

w
Gebundene Ldsungen klassisch: |
-Gesamtenergie < 0 L2 Li2
- Teilchen lauft wie Ping-Pong-Ball im Topf hin und her —

Gebundene Losung quantenmechanisch: @ C @

- Energieeigenwert < 0 V(x)
- Wellenfunktion verschwindet im Unendlichen Vo
Der Ansatz, der (fast) immer funktioniert: w(X) = A, exp(jkx) + A, exp(—jkx)

Aber: Die gebundene Wellenfunktion muss im Unendlichen verschwinden, ebene
Wellen kommen also nicht in Frage !

Ein solcher Ansatz ergibt gebundene Losungen, falls k=jx imaginar ist.



2.3.3: Der endliche Potentialtopf: Gebundene Losungen e

Wi
L2 Li2_, Ansatz fur die Wellenfunktionen ¥ (X) - A' eXp(KX)
@ G| @ im Aussenbereich: v, (X) = A, exp(—xXx)
V(x)
LV

he 0° h*
Einsetzen in S-Glg. fur {_EG_}A‘ exp(xX) = __AIK exp(xx) =WA exp(xx)
Bereich I:

, 2mW 2mW

= K =- Y bzw. k=, |- Y

Fir den Bereich Il ergibt sich dasselbe Ergebnis.

Es gibt also zunachst einmal im Aul3enbereich unendlich viele L6sungen von
exponentiell abfallenden Wellenfunktionen.



2.3.3: Der endliche Potentialtopf: Gebundene Losungen e

- Damit ist die Struktur der L6sungen im Auf3enraum klar

W+
— abfallende Exponentialfunktionen
-L/2 L/2
I | III:
Was ist los im Bereich Il ?
7 I N—
Der ,bewahrte” Ansatz lautet:

_ B _ . I [ r——
w(X)=A," exp(jkx)+ A~ exp(-jkx) v —4——J... Vo
mit k2 = 2MW +Vo)

h
exp(xkx): x<-L/2
A -L L

Die Losung lautet also: w(X) =9 A exp(jkx)+ A~ exp(-jkx): —<X< >
A, exp(-xx): x=L/2

[mit »  2mW b _ 2mW)
K™ =-— ZW. K‘—‘/- >
h h
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Der endliche Potentialtopf: Gebundene Losungen

Die diskrete Natur der Losungen ergibt sich jetzt

aus den Stetigkeitsbedingungen:

v, (-L12)=w,(-L12) vy, (-LI2)=y, (-L/2)
(LI12)=ya(L12) v, (L12)=y, (LI2)

4 Gleichungen fur die 4 Unbekannten
ALALA LA, (Mit K bzw. x als Parameter)

—

—
V(x)

..... _\/0

Gleichungssystem hinschreiben

!

Determinanten = 0 setzen

Bedingungen fir k bzw. «

x =ktan

x =Kk cot

KLY .. : i
7] fur symm. w (cosinusartig)

k—zl‘) far antisymm. y (sinusartig)

Weiterhin gilt: x*+k*=

2mV
72 > = Co




Der endliche Potentialtopf: Gebundene Losungen e

K 4 Visualisierung durch graphische Darstellung:

- es existiert auf jeden Fall eine
symmetrische Ldsung

¥ -nur ab einer bestimmten Mindestgrof3e
von V, gibt es eine antisymmetrische Losung

-je grol3er V,, desto mehr Schnittpunkte und
desto mehr Losungen existieren

w 4
x =k tan k—zl‘j fir symm. y (cosinusartig)
\fco {\ x =k cot k—zl') far antisymm. y (sinusartig)
>
Weiterhin gilt: K2+k2:2r;2\/0 =C,
|
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Der endliche Potentialtopf: Gebundene Losungen

Symmetrische (gerade) Losungen:

A, cos(k,X) fur [x| <=

_ 2
Uy (X) = A cos(k_ %) exp(Kn (% — \x\))

fir [x|> =
2

Antisymmetrische (ungerade) Lésungen:

B, sin(k_x) fur |x|£%

. L L L
u (x)=<B_sin(k_ —)ex ——|X fur x > —
on0)=| By sintk, Syexp xS - | forx> 5

. L L L
—B._ sin(k_ —=)ex ——|x|) |fur x < —=
-, sinl, S)exp| (5~} for x <

-Stetigkeitsbedingungen werden nur flr
-diskrete k,, erfullt:

—endliche Anzahl von Eigenfunktionen mit
diskreten Energieeigenwerten

—] e B
V(x) Y—mv3q—.... -V,

-im Gegensatz zur klassischen Losung
endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit
aulRerhalb des Topfes !!

,Quantenmechanischer Tunneleffekt*

,1eilchen tunnelt aus dem Topf heraus *




2.3.4: Kontinuumslosungen beim Potentialtopf

Klassisch fur W>0:

Teilchen rauscht Gber den Topf hinweg
(wird beschleunigt und dann wieder abgebremst)

Quantenmechanik fur W>0:

-L/2

FE 4.16

L/2

V(x)

.V

Wieder der Ansatz, der (fast) immer funktioniert: 1/ (X) = A" exp(jkx) + A~ exp(—jkx)

Periodische Losungen auch aul3erhalb des Topfes.

Qualitatives Bild der Losungen:

-grossere kinetische Energien entsprechend
kleinerer Wellenlangen im Bereich desTopfes




Kontinuumslosungen beim Potentialtopf

Apsatz firdie y(x) =+
LOsung also:

... ergibt eine Uble Rechnerei.

Typischere Situation:
Elektron kommt nur einer Seite;
Ebene Welle lauft von links nach rechts

Die Rechnerei ist damit immer noch heftig.

Was interessiert uns denn eigentlich ?

(A" exp(jkx)+ A exp(—jkx): x<-L/2
A exp(jk'x)+ A, exp(—jk'x)
A, exp(jkx)+ A, exp(—jkx): x>L/2
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- -L/2 < x <L/2

R
D T
e e
1
W
L2 L2
| | 1]
V(x) ——m—muvuy—"or—....
(x) v

Ahnlich zur Elektrodynamik sind die Reflexions- und der Transmissionskoeffizienten

(die Strome) relevant. (R+T=1)



Kontinuumslésungen beim Potentialtopf e

¥ Zoom Factor

W Real= R (W) i
| %=
i [ Zoom= 100%
\A%/\//\VMMW N TR TN TN
T NS ST VTV T N NS
| | | | U
104,

i1 =A expliked + B expi-ikeg) WiN=C expdioy + D expi-igd WiN=E exprik
Ehy=1 Fa=0 EACy=065 F(C)=-0,09 RA(E)=-087 ¢{E) -0,25
RA(By=-029 ¢ (By=-0,32 RA=006 $(0y=-024

Quelle:http://homepages.abdn.ac.uk/wpe001/vpl/well/applet.html
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Potentialtopf: W>0, Kontinuumsldésungen

EV

Resonanzen fur k = —
a

also immer dann, wenn die halbe Materiewellenlange
oder ein ganzzahliges Vielfaches davon in den
Potentialtopf ,hineinpasst”.

R 2 -1
_ +
R ; T _ A sinz(L\/2m(W2+V°))
1 A’ ? TW >0)=| 1+ L
W 4V_V V_V+1
-L/2 L2 o \ Vo
| [ 10 ‘A—‘Z 1
R = 5
+ Y s
V(x) o A _|q,_SIn (LK")
° aWVIW g
VO VO
b T(W)
Ir—- ~ . Nz
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Analogie zur Elektrodynamik/Optik

Ahnliches Verhalten wie beim Durchgang von Licht (=elektromagnetische Welle)
durch ein Fabry-Perot-Interferometer:

n 100% 0%

! >
= S
S o
w Y—
& k2
2]
sl |
=

Ry 0% l—"__ i = 100%

Wellenlange A

Funktionsprinzip eines Fabry-Perot-Etalons. Durchlassigkeit eines Fabry-Perot-Etalons

flr verschiedene Guten.
Quelle: www.wikipedia.org
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2.4: Potentialbarrieren FE 4.22

,Potentialtopf” ,Potentialbarriere”
W ¢ W ¢
—QQ -y - > OO0 ¥
| |
| I
| [
| [
V0| | Vg
[ |
| [
| |
! > —00 e N 30 0]
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Potentialbarriere

Y Real= R4

| ¥ 1*

[\A«L\A«C\A@Av SN S U SN U SR S )

IVRVIRVIAVIAVIRVIAVERVIRN

104,
WiT=A explile) + B expi-ike W=C explg + D expl-gx) =k explik
Rifq=1 Fima=0 RAC)Y=-038 ¢{Cr=0.238 RE=034 ¢(E) -0R4
RBE1=042 ¢(B1=-045% KiD=179 ¢i{D1=-1,43

http://homepages.abdn.ac.uk/wpe001/vpl/barrier/applet.htm



Potentialbarriere
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W<V,

Tunneleffekt in Reinkultur

denn; —

Klassisch wirde das Elektron an

der Barriere mit 100%iger Wahrscheinlichkeit

reflektiert werden.

B i
A
x=0| |x=a >
| |
| I
I I
L ]

Quantenmechanisch ,durchtunnelt” es mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit die Barriere

TW <V,)=| 1+

sinhz(a\//Zm(\/o ~W)/#?

AW IV,)1-W /V,)

E[eV] (V,=3eV)
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Anwendung von Potentialbarriere: Die Tunneldiode

isolstor Fowler-Nordheim Tunneling
into an Insulator

Metall-Isolator-Tunneldiode
Tunneldiode in Mikrowellenschaltkreisen

Sehr starke Feldabhangigkeit,
hohe Nichtlinearitat des Bauelementes
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Anwendung von Potentialtopf und -barriere: Die resonante Tunneldiode

Small Energy Gap

I

Large Energy Gap

M

GaAs

V+
Fermi Level /6\3 /_>
Conduction Band O
Barrier \
Well

AlGaAs

Figure 5 RTD Structure

V-

Fermi Level

Barrier

Conduction Band

Figure 7 Energy band diagram of RTD with small bias voltage
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Conduction Banc‘l/
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V-

Fermi Level

Conduction Band

Barrier

Figure 8 Energy band diagram of RTD with large bias voltage
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Anwendung von Potentialtopf und -barriere: Die resonante Tunneldiode

ip A
statt ,normaler” Dioden-
kennlinie
ID"‘
v > | :
' Forward V.D ! !
(b) I-V Characteristic Iij}l i
!Neg ve !
_ _ _ i Resistor-= -
-Berelch_ mit negativem cgion A ReEO1 | RegionB
differentiellen Widerstand ! ! >
Vb

Figure 9 I-V characteristic of resonant tunneling diode



Anwendung von Potentialbarrieren: Das Rastertunnelmikroskop

I—» Bilderzeugung <-|

Strom-Signal Regel-Signal
A A
Regler
o—p (2) Z—pe
Abstand Spitze-Probe
Scan- . 3
Verstarker
generator X :: 200
x/y) Y S
Logarithmierer Wandler
R <+ &
(1~ Uexp(-s2)) Spa(";nr:{',g, 0 pA)mm

FE 4.28



Klassiker aus dem Hause IBM
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IBM spelled with 35 Xenon Atoms

Date added: 28 Sep 2009

On this day in 1989, IBM Fellow Don Eigler
became the first person in history to move and
control an individual atom. Shortly thereatfter,
on November 11 of that year, Eigler and his
team used a custom-built microscope to spell
out the letters IBM with 35 xenon atoms. This
unprecedented ability to manipulate individual
atoms signaled a quantum leap forward in in
nanoscience experimentation and heralded in
the age of nanotechnology.



Tunneleffekt beim Flash-Speicher (EEPROM, USB-Stick, SSD) FE4.30

o oo k= Electrons

Stron
posm\,ge "Tunnel” Through
Nset;ggge Potential Gate Oxide Strong
: / Negative
_P‘lti"“& | / / Potential
) ) - .- R - -
Laden eines Floating-Gates | SISIE Sl <

Strong === | Electrons "Tunnel”
Negative Back Through
Strong Potential Gate Oxide Strong
Positive / / Positive
Potential Potential

Entladen (L6schen)
eines Floating-Gates

Quelle: www.edn.com



