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2.5 Eigentliche und Uneigentliche Lésungen e

Seit Anfang der Vorlesung verfolgen uns schon
die uneigentlichen Losungen, z.B. beim freien Elektron.

In den meisten Fallen gibt es eigentliche und eTV
uneigentliche Eigenzustande. 1sr [Py P

Eigentliche Zustande sind orthonormierbar:

[ v (0w, ()X = {1 rmen_s

0 sonst m

Uneigentliche Zustande sind nicht normierbar:

oo flr k'=k

=o(k'-k
0 sonst ( )

J Wk'*(X)Wk (x)dx = {
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2.6 Quantenmechanische Messungen

Quantenmechanische Eigenwertgleichung:

Fy(x)=fw(x) zB. {—;—m%}l//(X) =W,y (X)
Erwartungswert: <F>= I dxw*fx)lfw(x)
Jdx” (Ow (%)

Einfacher wird die Berechnung bei der Verwendung einer
normierten Wellenfunktion

y(X) (geht nur bei eigentlichen
\/J‘ dxy” (X (X) Zustanden)

Wnorm (X)=

[ 0% s W () =1

Dann gilt fur den Erwartungswert: <F>=jdanorm*(x)lfwnorm(X)

FE 5.4




MelRwerte in der Quantenmechanik

O'—.I_

O'—;I_

Generell kann die Berechnung eines Erwartungswertes auch ftr eine Wellenfunktion
erfolgen, die nicht eine Eigenfunktion ist.

1 1 X
Bsp.: w(X)= = (X)) +—= W,(X) " ? P
|2 ﬁ .
W3
Ist normiert, da: v,
w, —F N\ I
¥
1 . 1 . 1 1 w, f—F —
—y, (X)+—=vy (X)]L—‘/f (X)+—=vw (X)}dx =
|2 ' \/5 ? |2 ! ﬁ 2 0 L

1 1 1 1 1

|2

—2W1 (X)—Zl//l(x? +fl//2 (X)jl/fl(X) +—=V,; (X) \EV/Z(X)_I_ \%l/l; (X)%WZ(X)/ X

FE 5.5



Mel3werte in der Quantenmechanik FE 5.6

w(x) = izwm + %%(X)

Erwartungswert bei Messung der Energie:

L0+ % " (X)]{_ th ;( }( SV + 7 Wz(X)Jd

1 1 1 1
(—l//l (X)+ﬁ'ﬂ2 (X)j( 1?W1(X)+W2 ﬁ@”z(x)jdx

|2 -
- [ W,y (000 + == W, ==y (X (x)]dx e
o \V V2 \F \F i i .
Ly Dy, W AU
l . ) ‘x

Das heil3t der Erwartungswert ist hier ein Wert, der nie gemessen wird !



Mel3werte in der Quantenmechanik FES.7

4. Postulat der Quantenmechanik: (1. Tell)

Wenn  eine Eigenfunktion zum Operator F ist,
dann fahrt die Messung von F stets zum gleichen
Ergebnis, namlich dem Eigenwert f .

Wenn y keine Eigenfunktion von F ist, dann ergibt
eine einzelne Messung von F ein Ergebnis, das irgendeinem

der Eigenwerte von F entspricht. Die Wahrscheinlichkeit,
einen bestimmten Eigenwert f zu messen, ist proportional

zu [a,|” , wobei a, der zugehorige Entwicklungskoeffizient ist .




Mel3werte in der Quantenmechanik

%l//z(x)

Es kommt bei der Messung immer

W, oder W, heraus, niemals ein Zwischenwert !!

Wahrscheinlichkeit fur die Wahrscheinlichkeit fur die
Messung von W;: Messung von W,:

2 1
| =3 -
& =2 .l =2

=

4. Postulat der Quantenmechanik: (2. Teil)

Misst man bei Messung der Observablen F den
Eigenwert F , dann wird das quantenmechanische System
So prapariert, dass es unmittelbar nach der Messung im
zugehdrigen Eigenzustand v ist.

[

FE 5.8




MeRwerte in der Quantenmechanik: Kryptografie FES9

Was hat das mit Kryptografie zu tun?

Einfacher Ansatz: Wenn eine Messung das System stért (in einen
Eigenzustand zerfallen lasst), dann kann man nicht unbemerkt mithéren.

Allgemeines Schema fur Nachrichtentbertragung



MeRwerte in der Quantenmechanik: Kryptografie FE 510

Quantenkryptografie
*Ist eine echte Anwendung der Merkwirdigkeiten der Quantenmechanik

*Macht abhdrsichere Informationsibertragung nicht méglich, kann aber sicher
testen, ob ein Ubertragener Schllissel mitgehdrt wurde oder nicht.

-Realisierte Ubertragungsstrecken: >10km
-Bendtigte optoelektronische Bauelemente:
Single-Photon-Quellen

rauscharme Detektoren
dampfungsarme Fasern

siehe z.B. http://de.wikipedia.org/wiki/Quantenschl%C3%BCsselaustausch



http://de.wikipedia.org/wiki/Quantenschl%C3%BCsselaustausch
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FE 5.12

3.1 Quantenmechanische Probleme in drel Dimensionen

zu l6sen ist dann die dreidimensionale S.-Glg:

-2 () +V (W () =Wy (x)
m OX l

P 08 ) = - -
Zm(axz HPvE aszl,u(lr)w(r)t//(r)=Wt//(lr)

. J/
'

2

V
Nehmen wir den dreidimensionalen harmonischen Oszillator

R 3
V(N =2 ax
25

Das Potential ist somit additiv

V(r) =f,(x) +f,(y) +f,(2)

<

Energie £




FE 5.13

Quantenmechanische Probleme in 3D

Bei einem additiven Potential kann die S-Glg. durch

einen Produktansatz separiert werden: V(r)=1(x)+ +15(2)

Produktansatz: w(X,Y,2) =y, (X) W, (2)

Einsetzen in die Schrddinger-Gleichung ergibt:

{_Zh ( ’ >+ +a_2j+f1(x)+ +f3(z)}’;”1(x) v5(2) =Wy, (x) W,(2)
m{ oX 0z

2

= —;—m(%"(X) V(2 + v, (0w, (Y Wa (@) + s (00w, (Y v, "(2)) +
(1, () +£, () £, @), (00, (Ve (2) =W, ()0, (s (2)



FE 5.14

Quantenmechanische Probleme in 3D

. "(X) v, "(2) o
Zm(%(X) ) T EO @) =W (=W W W, )

Gleichung muss gelten fur alle x,y,z. Daher muss auch einzeln gelten:

2

) g =W e =Ty )+ (X0 () =W (X)
- 2m y,(x) 2m

etc.

D.h. die Funktionen mussen die eindimensionalen S.-Glg. erfillen. Die
dreidimensionale Lésung ergibt sich dann als Produkt der 1D-L6sungen.

Zustande: Fur die Energieeigenwerte gilt in diesem Fall:
w(X,¥,2) =y, (X, (¥)
" i an,ny,nz :an + +an

Sprechweise: Zustand wird beschrieben durch die drei Quantenzahlen nx,ny,nz



Elektronische Zustande in einem Quantenpunkt (quantum dot) mES15

Wachstum von Quantenpunkten

quantum dot

ot Yo S

wetting layer 1sland formation

Quelle: J. Reithmaier, Uni Wirzburg

Abb: Elektronenmikroskopische Aufnahme sogenannter

Quantenpunkte (Quelle: Infineon). Z
5nm

In nullter Naherung handelt es sich y
um einen unendlich hohen
dreidimensionalen Potentialtopf.

v



Elektronische Zustande in einem Quantenpunkt (quantum dot)

Zustande im unendlich hohen 1 D Potentialtopf

Ve (X) = A, sin(”f Xj

an :i nXﬂ- 2
2m\| L

Fur den unendlich hohen Potentialtopf in 3 D ergibt sich also:

(X (7Y . (n,7Z
l//nx,ny,nz( ) Anx,ny,nz ( L J ( L j ( L J

2 2
W=W_ +W_ +W, = iz (nZ +nZ +n?)
2m\ L
\—,_/

Wo

............

-------------

FE 5.16




FE 5.17

Energieschema der Zustande in einem Quantenpunkt (quantum dot)

W (W)

12
11

(22+2%+27 )W, =12W, (nicht entartet)

(n,=n,=n,=2)

(BP+L+1° )W, = (L +3%+T )W, = (P+1°+3% )W, =11W,, (dreifach entartet)
(n,=3;n,=n,=1);(n,=1; n =3; n,=1);(n,=1; n =1; n,=3)

(22 422+ 12 )W, = (22 +12+2% )W, = (1 +2°+27 )W, =9W, (dreifach entartet)
(n,=n,=2;n,=1);(n,=2; n =1; n,=2);(n,=1; n ,=2; n,=2)

(P +2+12 )W, = (£ +27+1° ) = (P+17+2% ) = 6W,
(n,=2; n,=n,=1);(n,=1; n =2; n,=1);(n,=1; n =1; n,=2)

(£+2+17° )W, =3W, (n,=n,=n,=1)

Zustande werden klassifiziert durch die 3 Quantenzahlen n,,n,,n,
Unterschiedlicher Entartungsgrad fur unterschiedliche Energieniveaus



Die Sache mit dem Spin

IM FEBRUAR 1922 WURDE IN DIESEM GEBAUDE DES

PHYSIKALISCHEN VEREINS, FRANKFURT AM MAIN,

VON OTTO STERN UND WALTHER GERLACH DIE
FUNDAMENTALE ENTDECKUNG DER RAUMQUANTISIERUNG

I 1 1 AGNET SCHEN MOMEN E IN ATOMEN GEMACHT
Experimenteller Nachweis: Stern und Gerlach (Uni Frankfurt, 1922) .= 0o 0
WIE KERNSPINRESONANZMETHODE, ATOMUHR ODER LASER”

OTTO STERN WURDE 1943 FUR DIESE ENTDECKUNG
DER NOBELPREIS VERLIEHEN

-Elektronenstrahl spaltet auf beim Durchgang durch ein inhomogenes Magnetfeld

e —_» - Elektronen tragen ein magnetisches Moment
— - ‘ sind komplizierter als eine punktformige Masse
- haben einen Eigendrehimpuls (Spin)

‘ -dieser Freiheitsgrad muss bei der Beschreibung des Zustandes
mit bericksichtigt werden

- der Spin kann beim Elektron zwei Werte einnehmen: s=-1/2;+1/2 (Fermion)

. . w;(r,t) -Erweiterung der Quantenzahlen:
“Erweiterung der,(y t) — . z.B. firr den Quantenpunkt
Wellenfunktion: v (r,1)

| 2 | n,n,n)—>(M,n,hn_,S
»opinor” (n, y .) > (N, y' = )




FE 5.19

Die Sache mit dem Spin

- von fundamentaler Bedeutung fur den Aufbau der Materie:

Ausschliessungsprinzip (Pauli-Prinzip)

Wolfgang Pauli (1900-1958)

Zwei Fermionen unterscheiden sich in mindestens einer Quantenzahl !

d.h. beim Quantenpunkt maximal

n.,n,n,s . N .
Y zwei Elektronen in einem Zustand mit den Quantenzahlen n,,n,,n,

.. der Spin ergibt sich als Konsequenz einer relativistischen Formulierung der
Quantenmechanik.

.. das Pauli-Prinzip muss bei einer saubereren Vorgehensweise als Postulat
formuliert werden.




Mehrelektronensysteme

FE 5.20

Konsequenzen fir den Aufbau von Mehrelektronensystemen:

-minimale Energie des Mehrelektronenproblems ergibt sich, wenn alle Zustande ,von
unten nach oben® mit jeweils zwei Elektronen aufgefullt werden.
Wieder das Beispiel Quantenpunk:

W (WO) A

12
11

9

Uu.S.w.

“‘ ‘ ‘ ‘ 3-fach entartet (maximal 6 Elektronen)
“‘ ‘ ‘ ‘ 3-fach entartet (maximal 6 Elektronen)
Mg

1-fach entartet (maximal 2 Elektronen)
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3.2 Das Wasserstoffatom FE 5.22

1 Elektron
: — m, M
Warum ist schon das Wasserstoffatom r, K
ein verdammt schwieriges System ? -
R, 1 Proton

1. Problem: Es handelt sich um ein Zweiteilchenproblem !?

...das fuhrt zunachst mal auf zwei gekoppelte Schrodinger-Gleichungen flr
Proton und Elektron.

aber: Massep,,,n;=1.672*102’kg  >>  Masse (Elektron)=9.1*10-3kg

Born-Oppenheimer-Naherung: Gegentber der schnellen Elektronenbewegung kann die
Kernbewegung zunéchst vernachlassigt werden. Kernkoordinaten gehen dann als
Parameter ein.

Elektron bewegt sich also im Potential des (festgehaltenen) Protons.



Aufbau der Materie: Das Wasserstoffatom FES.23

1 Elektron Von Elektron gesehenes Potential
‘rne I, " ' (Proton ist bei r = 0): '
< ——t
1 Proton e I
V(r)=-
Areg,|r]
2. Problem: Das Coulombpotential separiert nicht in sowas wie V(F) =f,(X)+ +f,(2)

{‘ g Aw@}?(x,v,z)=vv\P(x,v,z>

2m, l

7 e’
— A— Y(xYy,z)=WWY(X,Y,Z
{ 2m, 4%50\/X2+y2+22} ( ) ( )




Aufbau der Materie: Das Wasserstoffatom RS2

Fur dieses radialsymmetrische ‘P(x,y,z) bzw. LP(Xl’ X2’X3) - LIJ(r’g’(”)
Problem ist der Ubergang zu Kugelkoordinaten
sinnvoll:
X, =TI sinécos g
. . _ 2 2 2
X, =rsindsing r_\/xl X X
X, =TI CO0S{
0° 0° 0° : : 1 ?
A=——+—F+— =A=a—2+ga+12 _1 a(S|n06)+_2 82
OX,” OX, 0OX, o ror r°{sing oo 00" sIin“ @ op

Dann lasst sich das Problem wieder separieren: ¥ (r,0,0)=1(r)g(O)h(e)



H-Atom: Eigenfunktionen

FE 5.25

Konzeptionell genau wie beim Quantenpunkt aber diesmal mathematisch viel komplizierter
ergeben sich wieder Eigenfunktionen und Eigenwerte:

mehrere mogliche Eigenfunktionen ¥, | ..(r,0,¢) flr einen Eigenwert W,..
entartete Zustande

Nomenklatur:
n=1,2,3, ... (Hauptquantenzahl)
oder K, L, M, ...

|=0,1,2,3,...n-1 (Nebenquantenzahl,Drehimpulsquantenzahl)
oder s,p,d,f, ...
m=-1-1+1,..1 (Magnetquantenzahl)

z.B. fir n = 2 vier verschiedene Eigenfunktionen und damit vier
verschiedene raumliche Elektronenverteilungen

(I=0, m=0; I=1, m-1; I=1, m=0; I=1, m=1)
und damit insgesamt acht Elektronen



H-Atom: Eigenfunktionen

s-Orbital

p-Orbitale

FE 5.26

d-Orbitale



http://de.wikipedia.org/wiki/Bild:HAtomOrbitals.png
http://de.wikipedia.org/wiki/Bild:HAtomOrbitals.png

H-Atom: Eigenwerte

FE 5.27

Wie beim Potentialtopf sind auch die Eigenwerte des H-Atoms diskret
und hangen (naherungsweise) nur von der Hauptquantenzahl ab.

R
W, =—~Y n=123... Ry=-13.6eV
n
| | T 1 r,]m 2 Pm 0 lonization ocours L= )
+ LR I:I z;
Faschen
zeries
n==~2
o>
=4
W
LE Lytman
zeries
iFround state
¥ ¥ w n =-I

optische Ubergange beim Wasserstoff
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Aufbau der Materie: Vom H-Atom zum Periodensystem "B 520

- in anderen Atomen ahnliche Wellenfunktionen (Orbitale)

- das Potential fir die aulReren Elektronen wird durch die inneren abgeschirmt

- Beschreibung ebenfalls durch die ,Quantenzahlen® n,I,m

- wird u. U. sehr kompliziert, da die Elektronen miteinander wechselwirken

2s |2p 4
Besetzung erfolgt
(fast) nach dem 3#[3 3d l
folgenden Schema: 4 e 4s | 4p |4d [ Af
5

P
12e (S/Bp 5d | 5f / |
6s \ 6p | 6d | 6f
2
O¢ /s \7p| 7d T7f
38 e

56 e
88e 118 e



Aufbau der Materie: Vom H-Atom zum Periodensystem mE 530

Beschreibung der Elektronen erfolgt durch
die Elektronenkonfigurationen:

)
H (le): 1st ZSL/ZE ﬂ
He (2e): 1s? 3s/ 3p |3d l
4s | 4p |4d [ 4f
) SR P
20 e M

5p| 5d | 5f
6s \ 6p | 6d| of

. 29c29n2
C (6e): 1s°2s°2p I

Si (14e): 1s22522p53s23p? 38e ’
C
88¢ 118¢e



Aufbau des Periodensystems FE 5.31

IMNA TIHA IVA VA VIA VIIA

Periode: gleiche Hauptquantenzahl

\ Gruppe: gleiche Anzahl an AuRenelektronen
(chemisch ahnlich, z.B. Metalle



