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Welche Zustande sind besetzt ? OFE 9.2
SS 2020
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Welche Zustande sind eigentlich besetzt ? OFE 9.3
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12 “ -im Prinzip sollte das Ganze

ahnlich wie beim Atom erfolgen
el X K X
] i | ‘ ‘ ‘ ‘ - Besetzung von ,unten nach oben®
’ “ -...wie viele Elektronen kann man in

ein Band hineinsetzen ?

Wie wendet man das Pauli-Prinzip bei einer kontinuierlichen Verteilung
von Zustanden an ?
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Zustandsdichte : Badewannen-Analogie OFF 9.5

Wie viel Wasser ist in einer Badewanne, die bis zur Hohe von 30 cm Uber dem Boden
gefullt ist?

Wie viele Liter passen in die nachsten 10 cm?

Die Antwort hangt von der Form der Badewanne ab!
Integrieren ergibt Gesamtwassermenge.

Hbhe

Liter Wasser
pro cm Hohe




Zustandsdichte in Kristallen OFE 9.6
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Die Wassermenge in einer bis zu einer bestimmten Hohe geflllten Badewanne
hangt von der Form der Badewanne ab.

Genauso hangt die Anzahl der Ladungstrager in einem bis zu einer bestimmten
Energie gefillten Band von der Form der Bandstruktur ab.

Die Anzahl der erlaubten Zustande pro Volumeneinheit und pro
Energieintervall ist durch die Zustandsdichte g(W) gegeben.

Hbhe wW
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Parabelnaherung OFE 9.7
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Wie sieht das dann konkret im Fall von parabolischen Bandern aus ?

Hier ist der Bezugspunkt fir die Energie das Minimum des
Leitungsbandes W, bzw. das Maximum des Valenzbandes W,,.



Die Zustandsdichte OFE 9.8

SS 2020

Gedankenexperiment: Der Festkorper wird unterteilt in

| | viele Wurfel mit Kantenlange L (L>>Einheitszelle;
/ L<<Ausdehnung des Festkorpers). Dieser Wirfel ist
f | W reprasentativ fur das Gesamtvolumen.
EEE!
HEE)
Mot
{ il l/ ,Periodische Fortsetzung/Randbedingungen®: Wellenfunktion
- | muss phasenrichtig an der gegenuberliegenden Seite des
0 L Waurfels wieder herauskommen.
= 2r
2 (F) = {,ﬂk?’“”ﬂm ky = 7
27
v(r+L)=y(r) — ky ===,
— — = j
u (7)) =u(F+R) k, = %,;Z

Nur diskrete Wellenvektoren sind erlaubt.



Die Zustandsdichte OFE 9.9
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Die Zustandsdichte
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b X

++++ 4+ 4+

+ + A = F =t Dichte der Zustande in Kugelschale [W, W+dW]:
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++++FFF+++++ Normierung auf das Volumen:  *1/L3

Berlcksichtigung Spin: *2
3
1 dN (W 2Meagr)? 1

— Zustandsdichte eines parabolischen Halbleiters:  g.(W) = — W) = ﬂW’E

Vo dW 2w’



Zustandsdichte in der Parabelnaherung OFE 9.11
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In der Parabelndherung verhalten sich
Elektronen im LB also quasifrei mit der
effektiven Masse m,. Ihre Zustandsdichte
ist gegeben durch:

ax(2m,)z
gL(VV): ﬂ(hgne) \/W_WL

In der Parabelnaherung
verhalten sich Locher im VB
guasifrel mit der effektiven
Masse m,. Ihre
Zustandsdichte ist gegeben
durch:

ax(2m )2
g, (W) = ”(h?‘“) W, —w




Zusammenfassung Parabolische Bander OFE 9.12
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Dispersionsrelation Zustandsdichte
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Besetzung der Bander OFE 9.14
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Bei T = 0 K sind alle Zustande im Valenzband (VB) mit Elektronen besetzt und
alle Zustande im Leitungsband (LB) sind unbesetzt.

= Leitfahigkeit c = 0, da es keine beweglichen Ladungstrager gibt.

Bei steigender Temperatur T beobachtet man, dass mehr und mehr Zustande

Im Leitungsband besetzt sind und mehr und mehr Zustande im Valenzband
frei sind.

= Da es mehr bewegliche Trager gibt, steigt die Leitfahigkeit zunachst mit
der Temperatur.

Wie kdnnen wir die Besetzung der Zustande berechnen ?7??

T=0K T=150 K T=300 K

o S I N
- I




Wie kommen Elektronen ins LB? OFE 9.15
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Elektronen konnen vom Valenzband (VB) ins Leitungsband (LB) Gbergehen,
wenn ihnen mindestens die Energie W zugeflhrt wird.

= Quantenmechanisch gesehen geht das Elektron durch Energiezufur von
einem Zustand im Valenzband in einen Zustand im Leitungsband uber.

Die Energie kann auf verschiedene Arten zugefuhrt werden:
= Thermische Energie (Stold mit dem ,wackelnden® Atomgitter)

= Elektromagnetische Strahlung W
= Elektrische Felder 1
> .. LB

G
VB

ﬁx



Quantenstatistik OFE 9.16
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Warum befinden sich bei héheren Temperaturen eigentlich Elektronen
in hdheren Niveaus ?
T>0K
_ N II-
| ». | |
— W —— | @ @
. Die Besetzung der Zustande erfolgt so,
Aus der Thermodynamik: dass die freie Energie minimiert wird:
F=U-TS=Min!
Die innere Energie ergibt als Summe der Energie der U = Z”W'
| |

einzelnen Elektronen:



Quantenstatistik OFE 9.17
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5 F=U-TS=Min!
Fur die Entropie gilt: S=kInP
1

k=1,3805.1023JK'1 = 8,61eV - K1 ist die Boltzmannkonstante

Hierbei ist P die Anzahl der Realisierungsmaoglichkeiten.

Nehmen wir an, wir hatten 6 Elektronen auf zwei Energieniveaus 1 und 2
zu verteilen:

Wenn alle Elektronen im Zustand 1 sind, gibt 2 _
es nur eine einzige S=0
Realisierungsmadglichkeit. . 900000 1 _

Das ist der

Zustand fur T=0.



Quantenstatistik OFE 9.18
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Der Zustand (5 e’'sin 1, und 1 e in 2) Iasst sich mehrfach realisieren.

D.h. seine Entropie S=k In(6) ist endlich. F=U-TS=Min!

Je hoher die Temperatur ist, desto starker sorgt die damit verbundene
Entropieerh6hung flr eine Besetzung der h6heren Zustande.

Obwohl die innere Energie grofRer wird, wird u. U. die freie Energie kleiner !



OFE 9.19
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Aus einer konsequenten thermodynamischen Betrachtung dieser
Situation lasst sich die Wahrscheinlichkeit ableiten, dass ein Zustand

bei einer Energie W mit einem Elektron besetzt ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein
guantenmechanischer Zustand der

Energie W bei gegebener
Temperatur T besetzt ist, ist f(VV .l ) —

1

1+ exp(W k_TWF )

W wird als Fermi-Energie
bezeichnet. Fermi-Dirac-Verteilung




Fermi-Dirac-Verteilung OFE 9.20
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1
f(W,T) =
1 W -W, Bei der T=0 K ergibt sich eine Stufenfunktion.
+ exp( T )
W
A
T W - WF)
exp |-
g kT4 Fermidirac-Verteilung nach dem Pauliprinzip
~ / (bei Halbleitern ist das Ferminiveau im verbotenen Band)
WeT———= T=0
; WE-W
Iaal KT+
~*— 1 - f = Wahrscheinlichkeit, daR dort kein Elektron ist
I

e f(\VV)
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HideFermiFunction HideEnergysStates

E Localized Energy States
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fiE; 1.0 0.5
Fermi Function — Energy State

= Flarctimn

Temperature = 48.8K
ol L

http://jas.eng.buffalo.edu/education/semicon/fermi/functionAndStates/functionAndStates.html
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Anzahl der Ladungstrager
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Jetzt wissen wir, mit welcher Wahrscheinlichkeit f(W) ein Zustand im

thermischen Gleichgewicht mit einem Elektron besetzt ist.

Um die Anzahl der Ladungstrager zu berechnen missen wir nur noch wissen,

wie viele Zustande es insgesamt gibt.

Die Anzahl der erlaubten Zustande pro Volumeneinheit und pro
Energieintervall nennt man die Zustandsdichte g(W).

Die Anzahl der Elektronen im Leitungsband (bzw.

die Anzahl der Locher im Valenzband) mit einer
Energie W ist im thermischen Gleichgewicht
gegeben durch:

on

W g, (W)E(W)
bzw.

op B
W gV(VV)(l f(VV))

Durch Integrieren Uber alle Energien W erhalt

man die Gesamtzahl der Ladungstrager n bzw. p.

T=300 K

]
-




Anzahl/Dichte der Ladungstrager OFE 9.24
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Fur die Anzahl der Ladungstrager gilt damit:

n—j — W = jg (W)f (W)dW bzw. p= j — WHW)dW = ng<W)1 fW))dw

Wy W
g
S
% 1\ an
- W oW
We
1-6(W) op

Locher
2
|
2

=

- -
gv(W), g.(W) 0 0,5 1 fW) on op
oW oW




Dichte der Ladungstrager S8 2000

(jetzt mit E statt W)
1

f(E) =
1+ exp(E e )

k. T

B




Dichte der Ladungstrager OFE 9.26
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f(E)= L ~f(E) = ! :exp(—E_EF
E_EF E_EF kBT
1+ exp( T ) exp( T )
B B

)

,Boltzmann‘scher Grenzfall*




Dichte der Ladungstrager OFE 9.27
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Dichte der Ladungstrager
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Dichte der Ladungstrager OFE 9.29
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3
Definiere: N = 2. EZ”m;ekT jz -——-i"
h

E, —E
— eff L F
Insgesamt ergibt sich: n =N, exp(— T j




Berechnung der Dichte der Ladungstrager OFE 9.30
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Genauso kann flr die Besetzung des Valenzbandes mit Lochern abgeleitet

werden:
W_. —\W,
=N, exp| ——=F v
P v p( T j
_ 27m. kT % N, ist die effektive
mit I\lv — 2( hzh j Zustandsdichte des Valenzbandes

-Beschreibung des Halbleiters durch zwei effektive Niveaus mit
entsprechend grof3er Zustandsdichte

-Besetzung erfolgt mit einem Boltzmann-Faktor.

- ...allerdings ist N, |, kein echter Materialparameter, da T-abhangig



Der intrinsische Halbleiter

Multiplikation
ergibt:

Elektronen

Locher

VAN

W, -W, —-W_ +W W
:NLNV exp(_ - Y a " Fj:NLNV exp(_ Gj

=

p(W), N(W)

K, T kT

B B

np=N, exp(—wL —We JNV exp(w\’ —We

KT KT

mit W, =W, —W,

D.h. Elektronen- und Lochkonzentration stellen sich
ein nach einer Art ,Massenwirkungsgesetz” !

Fir den intrinsischen Halbleiter qgilt:

W
N, =p;, =N N, eXp(_ 2kCi|_j
B

J

OFE 9.31
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Eigenleitungstragerdichte OFE 9.32
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« Da im Halbleiter Elektronen im LB und Lo6cher im VB paarweise entstehen qgilt:
Nin = Py =N
n, nennt man die Eigenleitungstragerdichte.

*Berechnung des Produktes ergibt:
W
Ny, Py = nIZ(T) =N_N, eXp(_k_'l?j

Die Ladungstrageranzahl n; im thermischen Gleichgewicht hangt vom
Bandabstand W, den effektiven Massen der Bander und der Temperatur
ab.

Beispiele fiir Eigenleitungstragerdichten Ge: n =2.4-10"cm™
bei Zimmertemperatur (T=293 (300) K): Si: n =1.5-10°cm™

InP: n =1.2-10°cm™®
GaAs: n =1.2-10°cm™



Temperaturabhangigkeit von n, OFE 9.33
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ni(cm'3)

1200 °C
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©
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100
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1,0

15 20 25
1000/T(K) ——m=

Temperaturabhangigkeit
der Eigenleitungstrager-
dichten fur Ge, Si und GaAs.

FUr T = 293 K (Raumtemperatur) ist W,
= KT =25 meV.

Wg ~1eV =40 W,

W
Ny, Py = nIZ(T) =N_N, eXp(_k_‘?)



