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Name:

Matrikel-Nr.:

1. Doppelspalt-Experiment

(a) Diskutieren Sie die verschiedenen Aspekte des Doppelspalt-Experiments. Was passiert,

wenn das Experiment mit Licht hoher Intensitat, mit Licht extrem niedriger Intensitéat
oder mit Elektronen durchgefiihrt wird? Wie wirkt sich das Zudecken eines Spalts aus?

Welche fundamentalen quantenmechanischen Prinzipien offenbaren sich hier? [3P]

Light

source

Screen

Abbildung L1

Sowohl bei Beleuchtung mit Licht hoher und niedriger Intensitét, als auch beim
Versuch mit Elektronen (jeweils bei geeigneter Geometrie) bildet sich das in L1
gezeigte Interferenzmuster aus. Bei sehr geringer Intensitdt des Lichts werden zwar
am Schirm zunéachst nur einzelne Photonen detektiert, im Laufe der Zeit baut sich
aber trotzdem das gezeigte Interferenzmuster auf. Auch bei hoher Lichtintensitéit
und mit Elektronen detektiert man immer nur einzelne Teilchen, deren Auftreff-
wahrscheinlichkeit sich aber geméifs des Interferenzmusters ergibt. Sobald einer der
Spalte zugedeckt wird, zeigt sich kein Interferenzmuster mehr auf dem Schirm. Wie
geschickt man es auch versucht, es ist nicht mdéglich, gleichzeitig herauszufinden,
durch welchen Spalt ein Elektron/Photon geflogen ist und trotzdem eine Interferenz
zu sehen. Im Ganzen macht das Experiment vor allem den Welle-Teilchen-Dualismus
deutlich, auch die Unschérferelation zwischen Ort und Impuls kann fiir die Erkldrung

des Scheiterns von welcher-Weg-Fragen herangezogen werden.

(b) Welche Wellenlénge kann man einem Elektron zuordnen, das durch eine Spannung von

1 V beschleunigt wurde? Welche Wellenlédnge hat ein Photon mit gleicher Energie?
[1,5P]
Nach dem Durchlaufen des Feldes hat das Elektron 1 eV Energie. Nach de-Broglie
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ergibt sich die Wellenldnge zu:

h
A= —
p
Die kinetische Energie ist Wy, = % und damit:
h

A= —ooo=1,23-10"m
2mWhein

Ein Photon der entsprechenden Energie hat die Wellenldnge:

he

/\:W 1,24-10"%m
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Matrikel-Nr.:

2. Harmonischer Oszillator

(a)

(b)

Gleichung

(1) ist eine Eigenwertgleichung fiir einen beliebigen quantenmechanischen
Operator A.

Ay = arp (1)

Benennen Sie die Bestandteile von (1). Wie hingen diese mit den moglichen Ergeb-
nissen einer Messung und dem Zustand des System unmittelbar nach der Messung
zusammen? |2,5P]

Der Operator ist mit einer Messgrofke assoziiert. Die Eigenwergleichung (1) liefert
als Eigenwerte die moglichen Messwerte zur jeweiligen Messgrofe. Jede Messung ei-
ner GréBe liefert einen Eigenwert als Ergebnis und hinterlédsst das System in einem

FEigenzustand.

Welche Gemeinsamkeiten zeigen die Losungen der zeitunabhéngigen Schrodingerglei-
chung des quantenmechanischen harmonischen Oszillators und die des unendlichen
Potentialtopfs, welche Unterschiede gibt es? [2P]

In beiden Féllen erhalten wir diskrete Ldsungen fiir die Energiewerte, wobei der nied-
rigste Zustand eine Energie grofser Null hat. Ebenso wechseln sich gerade und ungerade
Losungen ab (die Anzahl der Knoten erhéht sich jeweils um FEins), wobei der Grund-
zustand eine gerade Ldsung ist. Unterschiedlich sind die Abstande der Energieniveaus,
beim harmonischen Oszillator erhalten wir dquidistante, beim unendlichen Potential-
topf nimmt der Abstand quadratisch zu. Auferdem weisen die Wellenfunktionen im

unendlichen Potentialtopf an dessen Grenzen einen Knoten auf.

Der Grundzustand des eindimensionalen quantenmechanischen harmonischen Oszilla-

tors ist

1 z?
)= ——"—"-¢€ - 2
le) = e () 2)
mit der Konstanten b = ‘/n%' Berechnen Sie den Erwartungswert fiir die kinetische
Energie des harmonischen Oszillators im Grundzustand. [3,5P]
Die kinetische Energie ergibt sich zu Wy, = %. In Operatorschreibweise setzen wir
den Impulsoperator ein, also p = fjha%, somit erhalten wir fiir den Operator der

kinetischen Energie:

h? 02
2m 922

Fiir den Erwartungswert der kinetischen Energie erhalten wir:

Wkin =
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(d) Bestimmen Sie mit dem Ergebnis des letzten Aufgabenteils den Erwartungswert der
potentiellen Energie des Grundzustands und erldutern Sie ihr Vorgehen (Falls Sie
den Teil ¢) nicht 16sen konnten, benutzen Sie < Wiin >= K ) [1P]

Die Gesamtenergie des Grundzustands des harmonischen Osizllators ist W = %hw.
Die Gesamtenergie berechnet sich aus der Summe der potentiellen und kinetischen
Energie, gleiches gilt auch fiir die Erwartungswerte. Mit dem Ergebnis der letzten
Teilaufgabe erhalten wir < Wpot >= %hw.
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Name: Matrikel-Nr.:

3. Potentialtopf mit endlich hohen Winden

(a) Skizzieren Sie einen Potentialtopf der Hohe 1, und Breite L fiir Elektronen. Zeichnen
Sie die Wellenfunktionen (Realteil) von zwei Eigenfunktionen fiir Energien W > Vj
und die der niedrigenergetischsten drei Losungen mit W < Vj ein. [1,5P)]

—a - e
Gl — e L
o

L
.-(i _____ Ry~

Abbildung L2

(b) Worin unterscheiden sich die Wellenfunktionen fiir W > Vp und W < V47 [1P]
Die Losungen mit W > Vy haben die Form von ebenen Wellen und sind daher unend-
lich ausgedehnt. Aufserdem gibt es hier zu jeder Energie eine Losung. Die gebundenen
Losungen dagegen Fallen in der Barriere exponentiell ab, sind also im Quantentopf

lokalisiert. Zudem ist ihr Energiespektrum diskret.

(c) Welche Gleichung liefert die Losung fiir die elektronischen Zusténde in einem solchen
System mit W < V47 Machen Sie Losungsansétze fiir die drei Bereiche mit konstantem
Potential und stellen Sie die zur Lésung nétigen Rand- und Nebenbedingungen auf.
Das explizite Ausrechnen der Losung ist nicht verlangt! [3P]

Die stationére Schroedingergleichung liefert die Energieeigenwerte dieses Problems.
In unserem Fall zerféllt das Problem in drei Einzelprobleme mit jeweils konstantem

Potential. Daher kénnen wir fiir alle drei Bereiche zwei ebene Wellen iiberlagern und

erhalten:

Gebietl : ¢y(z) = Aexp(—ri1z)+ Bexp (ki)
Gebiet2 : o(x) = Cexp(—jkox) + Dexp (jkox)
Gebiet3 : 3(z) = FEexp(—kax)+ Fexp (kzx)
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Hier wurde schon ausgenutzt, dass die Wellenvektoren in der Barriere fiir W < V
imaginar sind und so die oszillierenden komplexen Exponentialfunktion in reelle Ex-
ponentialfunktionen verwandeln. Daran kniipft die Forderung an, dass in den Gebieten
1 und 3 die Lésungen exponentiell abfallen miissen, weil sonst die Wellenfunktionen
weit weg vom Topf divergieren. Wir folgern A = F = 0. Die restlichen vier Variablen
erledigen wir mit den Stetigkeitsbedingungen an den Ubergéngen 1-2 und 2-3. wir

nehmen an, der Potentialtopf reiche von x = 0 bis x = L.

Nebenbedingungl :  ¥1(x =0) = o(z = 0)
Nebenbedingung?2 :  ¢j(z = 0) = 5(z = 0)
Nebenbedingung3 : ¢a(z = L) = ¢3(x =1L)
Nebenbedingung4 :  ¢h(z = L) = 4(x = L)

Damit haben wir vier unabhédngige Nebenbedingungen, um vier Konstanten zu be-

stimmen, das Problem ist I6sbar.

Zeigen Sie anhand einer Skizze, wie sich das Aussehen der Losungen verdndert, wenn
Vo — oo. |1P]

Mit unendlich hohen Wénden wird der endliche zum unendlichen Potentialtopf. Dann
ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in den Barrieren Null, die Wellenfunktion hat an
der Grenze einen Knoten. Natiirlich gibt es im unendlichen Potentialtopf auch keine

ungebundenen Lésungen.

Abbildung L3
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Name: Matrikel-Nr.:

4. Zustandsdichte

Es herrsche Raumtemperatur (293 K).

(a) Was beschreibt die ,Zustandsdichte der Elektronen“ im Halbleiterkristall? [1P]

Die Zustandsdichte gibt an, wie viele elektronische Zustdnde pro Energieintervall in
einem Kristall vorhanden sind. Meistens ist die Zustandsdichte auf das Volumen nor-

miert.

(b) Die effektive Masse der Elektronen in einem Germanium-Kristall sei megs = 0,041my.
Berechnen Sie die maximal mdogliche Dichte der freien Elektronen zwischen der Lei-

tungsbandkante bis zu einer Energie, die um 2kgT iiber der Bandkante liegt. [2,5P]

Die Dichte der freien Elektronen n berechnen wir aus der Zustandsdichte:

Wi +2kgT
n = / g(W)dw

Wt
Ar(2mgp )32 [Wot2ksT
_ 71'( ﬂ;‘Lgff) /W /W_WLdW
L
_ 87T<2m€ff>3/2 3/2 Wir+2kgT
N 3h3 ‘(W - W) ‘WL
87 (2meyps)3/?

% (2kpT)>/? = 4,28 -10%° m ™3

(c) Wie viele freie Elektronen kénnen in diesem Energiebereich in einer kubischen Probe

mit 1 mm Kantenlinge maximal existieren? [1P]

N = V-n
= 4,28-10" m™3
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5. Ladungstrigerdichte

Wir betrachten eine Gallium-Arsenid-Probe. Bei einer Temperatur von 230 K betragt die
Bandliicke in diesem Halbleiter Wg = 1,45V

(a) Die Probe ist mit Tellur in einer Konzentration von 10*® e¢m ™2 dotiert. Das Dona-
torniveau liegt 0,03 eV, das Ferminiveau 0,1 eV unterhalb der Leitungsbandkante.

Berechnen Sie die Ionisationswahrscheinlichkeit fiir die Dotierstellen. [1,5P]

1
np 1+2exp(W7€;¥VD)
1

frnd = 0, 94
1+ 2exp (7_0,%(})37:,?‘/)

(b) Die Bandstruktur von Gallium-Arsenid ist in Abbildung 1 gegeben. Zeichnen Sie
in diese Abbildung die parabolische N&herung der Bandstruktur ein. Skizzieren Sie
die Bandstruktur von Silizium. Welcher wichtige Unterschied besteht zwischen den
beiden Materialien? [2,5P]

1.71 eV 1.42 oV 1.9C eV

Abbildung L4

Silizium ist im Gegensatz zu Gallium-Arsenid ein indirekter Halbleiter, das heifit das
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Name: Matrikel-Nr.:

Si

1) k = (000) k=2

L I

n

>

Abbildung L5 (grobe Skizze war ausreichend!)

Maximum des Valenzbandes und das Minimum des Leitungsbandes liegen bei unter-

schiedlichen Kristallimpulsen.

(¢) Nun sei die parabolische Niaherung fiir das Leitungsband gegeben als
Wr(k) = % + ak?, wobei a = h?%/0,134mg. Berechnen Sie die effektive Mas-
se der Elektronen im Leitungsband. [1,5P]

1
92/ 0k?

1
= K= =0,067my
2a

Meff = h?

= 6,1-107%2 kg
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6. Leitfahigkeit

Storstellenerschopfung kann angenommen werden, es herrscht Raumtemperatur (293 K).

(a) Geben Sie die Formel fiir die Leitfdhigkeit im Halbleiter an und erklédren Sie die darin
auftretenden Grofen. [1P|

o = e(tnn + ppp)

Die Leitfahigkeit eines Halbleiters steigt mit der Beweglichkeit (u) und der Dichte (n
und p) der Ladungstrager. In unserem Modell kommen zwei unterschiedliche geladene
Teilchen, Elektronen und Lécher, vor, die beide einen Beitrag zur Leitfahigkeit leisten

kénnen.

(b) Die Beweglichkeiten in Silizium seien s, = 1350 ¢m?/Vs und p, = 480 cm?/Vs,
die effektiven Massen seien m. = 0,36mg (Elektronen) und my, = 0,81mg (Locher),
die Bandliicke Wg = 1,1 eV. Wie muss man die Dotierung eines p-dotierten
Plittchens wihlen, damit die Leitfihigkeit gleich der eines mit 10'® Dotieratomen
pro Kubikzentimeter dotierten n-dotierten Pléattchens ist (die Beweglichkeiten seien
unabhéngig von der Dotierdichte)? |2,5P]

n; = +/NyNpexp <— WG)

2kpT

2rkpT 3/2 3/4_3/4 Wa 9 -3
= 2( 2 ) me/ my - exp _2kBT = 3,43 -10° cm

Damit spielen im Fall des dotierten Halbleiterplédttchens die intrinsisch erzeugten La-

dungstriger keine Rolle. Die Leitfiahigkeit im n-Halbleiter ist somit:

o = eolinn

= 2,16 S/em

Die bendétigte Dotierdichte der Akzeptoren ergibt sich zu:

o

€otp
= 2,81-10'¢ ¢m 3
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Name: Matrikel-Nr.:

(c) Ist die Annahme konstanter Beweglichkeit bei steigender Dotierung berechtigt?
Welcher Effekt beeinflusst hier die Beweglichkeit? Warum beeinflusst auch das
Erhitzen des Halbleiters die Beweglichkeit? [1,5P]

Mit zunehmender Dotierung steigt die Anzahl der Streuereignissen an Stértsellen stark
an. Daher ist ein Riickgang der Ladungstragerbeweglichkeit zu erwarten. Beim Erhit-
zen fiihren die Gitteratome Schwingungen um ihre Ruhelage aus, was ebenfalls in

einer verstirkten Streuung (und damit verringerten Beweglichkeit) resultiert.
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7. Elektrostatik einer pn-Diode mit linearem Dotierprofil

Gegeben sei ein pn-Ubergang mit dem Dotierprofil nach Abbildung 2. Aufgetragen ist die

Differenz der Dichten der Donatoren np und der Akzeptoren n 4, mathematisch wird das

Profil ausgedriickt durch np — n4 = az mit einer Konstanten a > 0.

(a)

'y M5

Abbildung 2

Ein solches Modell ist gut geeignet fiir einen pn-Ubergang, der durch das tiefe
Eindiffundieren von Akzeptoren in einen moderat bis stark dotierten n-Halbleiter
hergestellt wurde. Nennen Sie ein weiteres Verfahren zur Dotierung von Halbleiter-

kristallen. Erldutern Sie, wie die beiden Verfahren funktionieren. [1P]

Bei der Diffusionsmethode wird die zu behandelnde Oberfliche des Halbleiters mit
dem gasférmigen, fliissigen oder festen Dotiermaterial in Kontakt gebracht. Das
Konzentrations-Gefalle sorgt dann dafiir, dass die Dotanden in den Halbleiter dif-
fundieren. Bei epitaktischem Schichtwachstum kann das Dotiermaterial beim Herstel-
Iungsprozess beigemischt und so direkt ins Kristall-Gitter eingebaut werden. Ein wei-
teres Verfahren ist die lonenimplantation, wo geladene Dotier-Ionen in den Halbleiter

»geschossen* werden.

Beim abrupten pn-Ubergang bildet sich eine Raumladungszone um den Punkt z = 0

aus. Beschreiben Sie, wie es zur Ausbildung der Raumladungszone kommt. [1,5P]

Am pn-Ubergang treffen sich Raumbereiche, in denen jeweils viele freie Elektronen
oder Lécher existieren. Da beide Ladungstrégersorten frei beweglich sind, diffundieren
sie ins jeweils andere Gebiet. Durch die damit verbundene Ladungstrennung (die io-
nisierten Dotieratom-Riimpfe bleiben zurtick) baut sich ein elektrisches Feld auf, dass

der Diffusion entgegenwirkt. An einem bestimmten Punkt wiegen sich die Diffusions-
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Name: Matrikel-Nr.:

kraft und die Kraft durch das elektrische Feld gerade auf, ein Gleichgewichtszustand
ist die Folge. Allerdings gibt es dann auf beiden Seiten des Ubergangs einen Bereich,
in dem die Ladung der ionisierten Riimpfe nicht mehr durch freie Ladungstriger aus-

geglichen wird. Diesen Bereich bezeichnet man als Raumladungszone.

(c) Die Raumladungszone erstrecke sich von x, < 0 im p-dotierten Bereich bis z,, > 0 im
n-dotierten Teil. Wie verhalten sich die Langen der beiden Bereiche zueinander, wenn
man davon ausgeht, dass in der Raumladungszone keine beweglichen Ladungstrager
existieren? [0,5P]

Da die positive Ladung im n-dotierten Bereich und die negative Ladung im p-dotierten
Bereich gleich grofs sein miissen, gilt x, = x, = d/2.

(d) Berechnen Sie den Verlauf des Feldes und des Potentials innerhalb des Halbleiters
von einem Punkt x < z;, bis zu einem Punkt x > z,,. Die dielektrische Konstante des

verwendeten Materials ist €, = 12. [3P]

Das Vorgehen ist vollkommen analog zu dem beim abrupten pn-Ubergang. Die

Maxwell-Gleichungen liefern:

8£
ox

Da aufserhalb der Raumladungszone der Kristall neutral ist, ist auch das elektrische

p = axr = €p€,

Feld hier Null. Wir integrieren also ab dem linken Rand der Raumladungszone (x =

—d/2).

x x 2
/ axdr = eger/ —dw Eoﬁr/ dE — = | 2% — <d> = ¢p&, F
—d/2 dj2 or 2

...und damit...
0 ox < —d/2
a 2
B@) =3 5= (2= (9)°) + —d2<e<d)?
0 x> df2

Zum Potential kommt man iiber E = —d¢/dx.

¢ T x 2
/dqb:— de:—/ a x2—<d> da
0 /2 /2 2€0€r 2
a d\? d\? 5
QZ) — gbo = 6606r (2 <2> + 3 <2) r— T )
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Mit der FEichung ¢g = 0 erhalten wir also:

...also...

0 ox < —d/2
o) =1 s (28’ +3(9)°x-a?) : —d2<a<dp
66400;5rd3 : z > d/2

(e) Skizzieren Sie den Verlauf der Bénder im Halbleiter in dem in Aufgabenteil d) be-
schriebenen Bereich. [1P]

Die Form der Bénder entspricht dem gespiegelten Verlauf des Potentials.
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Name: Matrikel-Nr.:

8. Halbleiter unter Beleuchtung

Wir betrachten einen stark p-dotierten Halbleiter-Quader der Dicke d nach Abbildung 3.
An der Oberseite wird er homogen mit Licht bestrahlt. Die einfallenden Photonen werden
in einer im Vergleich zur Diffusionslénge sehr diinnen Schicht absorbiert. Wir befinden uns

im Bereich der Storstellenerschopfung.

Abbildung 3

(a) Stellen Sie nun die Kontinuititsgleichung und die Randbedingungen fiir die Uber-
schusselektronen An auf und erklédren Sie Thr Vorgehen. Gehen Sie davon aus, dass an
der Oberfliche eine konstante Uberschusstrigerdichte aufrecht erhalten wird. An der
Unterseite der Probe werden alle Uberschussladungstriger abgesaugt. Im Halbleiter
habe sich ein stationérer Zustand eingestellt. Gehen Sie von einer Rekombinationsrate

r = An/T, aus. [3P]

Wir kénnen uns auf die Uberschussladungstréigerdichte beschrénken, stellen also die
Kontinuitétsgleichung fiir An auf. Da Ladungsneutralitdt herrscht, betrachten wir
nur einen Diffsusionsstrom. Aufierhalb der Randzone gibt es keine Generation, fiir die

Rekombination verwenden wir nach Aufgabenstellung r = An/t,, insgesamt:

O0An ?An  An

ot "o T,

Da die Bestrahlung stationér ist, erwarten wir zudem keine zeitliche Anderung, also:

9*An M

0=D
" o2 Tn

Auf der oberen Seite des Quaders legt die Injektion der Ladungstréiger durch Bestrah-
lung die Randbedingung fest.

An(z =0) = Ang
Alle Elektronen, die die Unterseite erreichen, werden sofort weggesaugt.
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(b) Losen Sie allgemein die im letzten Aufgabenteil aufgestellte Gleichung und berechnen
Sie nun die Uberschusselektronendichte. [2,5P]

Wir multiplizieren mit 7, und erhalten:

9?An

nTn Ox2

0=D — An

Gesucht ist also eine Funktion, die gleich ihrer zweiten Ableitung multipliziert mit
einer Konstanten ist. Dies trifft zum Beispiel fiir die Exponentialfunktion zu. Wir

erraten zwei linear unabhéngige Losungen zu:

dnfe) = Cresp (=) + Caemp (-2 )

= Ciexp <£U> + Cyexp <—£U>

Mit den Randbedingungen folgt:

Ang = C1+Cy

0 = Ciexp <£Z> + Cyexp <—Ld>

Damit erhalten wir fiir die Konstanten;

()
Cl = —Ano 4 7
exp (+45) e (~ 1)
exp (— %)

Cy = Ang |1+

(o) oo}

(c) Ein allgemeinerer Ausdruck fiir die Storstellen-Rekombinationsrate hat folgende Form:

—n2
p= PN (3)
TpN + ThD

Vereinfachen Sie die Gleichung (3) so weit wie moglich fiir den Fall, dass wir die

Anzahl der Locher in einem stark n-dotierten Halbleiter betrachten. Die Locheranzahl
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und die Elektronenanzahl sei durch Photogeneration iiber die Gleichgewichtsanzahl
im unbeleuchteten Halbleiter (ng und pg) erhoht, wobei p << ng und n = ny gelten
sollen. [2P]

Wir schreiben fiir die Anzahl der Ladungstrédger n = nyg + An und p = pg + Ap

(no + An)(po + Ap) — n?
Tp(no + An) + 7, (po + Ap + i)
:ng
nopo +Anpg + Apng + AnAp — nf
Tp(no + An) + 7,(po + Ap)
Anpg + Apng + AnAp

Tp(no + An) + 7 (po + Ap)

Aus den Informationen der Aufgabenstellung ldsst sich schliefsen, dass durch die La-
dungstrigerinjektion die Anzahl der Majoridten fast unverdndert bleibt, die der Mino-
ritaten aber stark steigt. Daher kénnen wir im Nenner alle Gréfen bis auf ng vernach-
ldssigen. Im Zahler sind aus dem gleiche Grund gegeniiber Apng die anderen Terme
klein.

Apng  Ap
r = = —_—
T, pno T P
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Konstanten

Planck’sches Wirkunkungsquantum h = 6,63-1073¢ Js

h = £ =105-10"% Js
Avogadro-Konstante N4 = 6,02-10% mol !
Bohr’scher Radius apg = b5,29-10" m
Elementarladung e = 1,60-1071 As
Atomare Masseneinheit U = 1,66-10727 kg
Elektronenmasse mog = 9,11-1073! kg
Protonenmasse m, = 1,67 1027 kg
Neutronenmasse mp, = 1,67-107%7 kg
Dielektrizitdtskonstante € = 8,85-10712 AsV~=Im™!
Permeabilitdtskonstante po = 4m-1077 VsA 'm™!
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum c = 3,0-108 ms ™!
Boltzmann-Konstante kg = 1,38-107% JK!
Kreiszahl s = 3,14
Euler’sche Zahl e = 2,72

Konversion von Einheiten

Atomare Masseneinheit — Kilogramm lu =1,66-10"%"kg
Elektronenvolt — Joule 1eV=1,6-10"1J

Taylor-Reihe
Entwicklung einer Funktion f(z) in einer Taylor-Reihe um x:

% (i) (4 |
fy =3 T 0y
=0

7

Hermite “sche Polynome

Ho(z) =1, Hi(x) =2z, Ho(zx)=42>—2, Hs(z)=28z>—122

bitte wenden ...
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Name:

Matrikel-Nr.:

Integrale

/(sin az)? dx
/(cos ax)? dx

/ sin ax cos ax dx

/$ (sinaz)? dx

Additionstheoreme

sin (a + ()
cos (a + )
sin 2«

cos 2«

sin o sin 3

cos a cos 3

sin « cos 3

sin 2o

COSs "«

1 1 . 9
2:1: 1a sin 2ax

1+1'2
—T+ —5s
5%+ 4 sin2az

1 . 9
% (sin ax)
Ly 1 L
—z° — —xsin2ax — — cos 2ax
4 4a 8a?

SHE

sinacos 3 + cos asin 3
cos a.cos 3 — sinasin 3
2 sin « cos

cos2a — sin 2

— [cos (a — B) — cos (a + )]

— N =

— [cos (v — B) + cos (a + )]
[sin (o — ) + sin (o + B)]

(1 — cos2a)

NN DN DN

(1 + cos2a)
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