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Name: Matrikel-Nr.:

1. Das freie Elektron

a) In einem Elektronenmikroskop werden Elektronen mit einer Energie von W = 10 keV
verwendet. Berechnen sie die entsprechende de-Broglie Wellenldnge der Elektronen.

Die nicht-relativistische Néherung sei giiltig! [2P]

h h
A= =—— =122-10""m
[ 2m W

b) Gegeben sind folgende Dispersionsrelationen:
wPhoton(k) = ck (1)

hk?
- 2
o (2)

WElektron (k )

Berechnen sie die Phasengeschwindigkeit v, und die Gruppengeschwindigkeit v, in
beiden Fallen. [4P]

Fiir Photonen ergibt sich
Uph = Vg = C,
fiir Elektronen folgt
w hk Ow  hk

Uph:E:2me undvg:%—me

c) Zeigen Sie durch Einsetzen in die zeitabhéngige Schrodingergleichung, dass Glei-

chung 2 aus der Beschreibung freier Elektronen als ebene Wellen,

b(x) = Aexp(j(kz — wt)), 3)
folgt. [3P]
jh%zﬂ(m,t) = <_2h_m% + V(x,t)) Y(x,t)
12 Aesp(ilhe —wh) = (—f—maa—) () Aexp(j (ke — wt))
(=) Aexp(i(he —wt) = — 1= (2 (x)Aexp(i(hr — w)
o = BE
Ok
v = S
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2. Potentialtopf mit endlich hohen Winden

Gegeben sei das Potential

Vo fiirx<—§

V(z)=1<0 fﬁr—%ﬁxﬁ

Nl
—~
e~
~—

Vo fiirx>§

eines endlichen Potentialtopfes der Tiefe V.

a) Skizzieren Sie V(z). [2P]

VO 1 N
. —_——t =
S e
L/2 L/2

b) Zeichnen sie die zugehorigen Eigenfunktionen fiir W < Vj und zwei Eigenfunktionen
fiir W > Vj ein. Gehen Sie davon aus, dass es genau drei gebundene Eigenzustande
gibt. Worin unterscheiden sich die Wellenfunktionen fir W < V5 und W > 1}
qualitativ? [3P|

Die Lésungen mit W > Vi haben die Form von ebenen Wellen und sind daher
unendlich ausgedehnt. Aufserdem gibt es hier zu jeder Energie eine Lésung. Die
gebundenen Losungen dagegen fallen in der Barriere exponentiell ab, sind also im

Quantentopf lokalisiert. Zudem ist ihr Energiespektrum diskret.

c) Welche Gleichung liefert die Losung fiir die elektronischen Zustédnde in einem solchen
System mit W < V37 Machen Sie Losungsansétze fiir die drei Bereiche mit konstan-
tem Potential und stellen Sie die zur Losung notigen Rand- und Nebenbedingungen
auf. Setzen Sie die Ansétze in die erhaltenen Bedingungen ein. Das explizite Losen

dieses Gleichungssystems ist nicht verlangt! [7P|

Die stationédre Schroedingergleichung liefert die Energieeigenwerte dieses Problems.

In unserem Fall zerféillt das Problem in drei Einzelprobleme mit jeweils konstantem
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Name: Matrikel-Nr.:

Potential. Damit ergibt sich:

Gebiet 1: 9y (x) = Aexp(—kr1x) + Bexp (k1)
Gebiet 2: Yy(x) = Cexp (—jkoz) + D exp (jkax)
Gebiet 3: 3(x) = FEexp(—ksx) + Fexp (ksz)

Hier wurde schon ausgenutzt, dass die Wellenzahlen in der Barriere fiir W < Vj
imagindr sind und so die oszillierenden komplexen Exponentialfunktionen in reel-
le Exponentialfunktionen verwandeln. Daran kniipft die Forderung an, dass in den
Gebieten 1 und 3 die Losungen exponentiell abfallen miissen, weil sonst die Wellen-
funktionen weit weg vom Topf divergieren. Wir folgern A = F = 0. Die restlichen
vier Variablen koénnen wir mit Hilfe der Stetigkeitsbedingungen an den Ubergéingen
1-2 und 2-3 bestimmen.

Nebenbedingung 1: v (z = —L/2) ( )
Nebenbedingung 2: ] ( ) ( )
Nebenbedingung 3: 9(z = +L/2) = s(x = +L/2)
Nebenbedingung 4: 4 ) ( )

Damit haben wir vier unabhdngige Nebenbedingungen, um vier Konstanten zu be-

stimmen, das Problem ist I6sbar. Einsetzen liefert weiterhin:

1 Bexp (—r1L/2) = Cexp (+jkoL/2) + D exp (—jkoL/2)
2. B(k1)exp (—r1L/2) = C(—jks) exp (+jkoL/2) + D(jks) exp (—jk2L/2)
3: Cexp (—jkoL/2) + Dexp (+7koL/2) = Eexp (—k3L/2)
4: C(—jko)exp (—jkoL/2) + D(jka) exp (+jkaL/2) = E(—k3) exp (—r3L/2)

d) Zeigen und erkldren Sie anhand einer Skizze, wie sich das Aussehen der Losungen

verdndert, wenn Vg — oo. [2P]

Mit unendlich hohen Winden wird der endliche zum unendlichen Potentialtopf.
Dann ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in den Barrieren Null, die Wellenfunkti-
on hat an der Grenze einen Knoten. Natiirlich gibt es im unendlichen Potentialtopf

auch keine ungebundenen Ldsungen.
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Name: Matrikel-Nr.:

3. Parabolisches Potential

a) Geben Sie die stationdre Schrodingergleichung an und benennen Sie die einzelnen
Komponenten der Gleichung. Erldutern Sie, warum man die stationédre Schrédinger-

gleichung auch als eine Eigenwertgleichung bezeichnet. [4P]

Die stationére Schrédingergleichung lautet

(_%A + V(F)) () = Wip(7).

J/

~-
H

Anwendung des Hamiltonoperators H auf den FEigenzustand /die Eigenfunktion/den
FEigenvektor 1(x) liefert dabei erneut den Eigenzustand/die Eigenfunktion/den FEi-
genvektor ¢ (x), multipliziert mit einem Skalar, dem Energieeigenwert W. Diese Ei-

genschaft macht die stationdre Schrédingergleichung zu einer Eigenwertgleichung.

b) Der normierte Grundzustand des eindimensionalen quantenmechanischen harmoni-

schen Oszillators ist

1 x?
Yo(r) = N exp <_2_b2> (5)

mit der Konstanten b = 4/ % Berechnen Sie den Erwartungswert (Wkin) fir die

kinetische Energie des harmonischen Oszillators im Grundzustand. [7P]

Die kinetische Energie ergibt sich zu Wy, = %. In Operatorschreibweise setzen wir
den Impulsoperator ein, also p = — jh%, somit erhalten wir fiir den Operator der

kinetischen Energie:

- h* o2
= o a2

Fiir den Erwartungswert der kinetischen Energie erhalten wir:
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c) Bestimmen Sie mit dem Ergebnis des letzten Aufgabenteils den Erwartungswert

der potentiellen Energie des Grundzustands und erldutern Sie Thr Vorgehen. Falls
Sie den Teil b) nicht 1ésen konnten, benutzen Sie (Wy,,) = K. [1P]

Die Gesamtenergie des Grundzustands des harmonischen Osizllators ist Wy = %hw
Die Gesamtenergie berechnet sich aus der Summe der potentiellen und kinetischen

Energie, gleiches gilt auch fiir die Erwartungswerte. Mit dem FErgebnis der letzten

A

Teilaufgabe erhalten wir (Wpy) = 1hw.
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4. Bandstruktur

“ "
A ) o
\“ "‘
k
d ) : >
-n/a RN n/a
U A}
S’ R VB
(a) Halbleiter A (b) Halbleiter B

Abbildung 1: Eindimensionale schematische Darstellung der Bandstrukturen zweier Halb-

leiter.

In Abbildung 1 sind idealisierte Bandstrukturen zweier Halbleiter gegeben.

a) Beschriften Sie in den Abbildungen 1(a) und 1(b) jeweils Valenzband und Leitungs-
band. [2P]

b) Tragen Sie in die Abbildungen 1(a) und 1(b) jeweils die Energie der Bandliicke W,
ein. Bei welchem der Halbleiter handelt es sich um einen direkten, bei welchem um

einen indirekten? |2P]

c¢) Skizzieren Sie in den Abbildungen 1(a) und 1(b) jeweils parabolische Naherungen

im Valenzbandmaximum und im Leitungsbandminimum. |[2P]

d) Die parabolische Nédherung fiir das Leitungsband sei gegeben als Wi (k) = +A - k?,
wobei A= &

2P]

. Berechnen Sie die effektive Masse der Elektronen im Leitungsband.

1 1
g=he—— =R = . =4.55-107%k
Meg R 51 = 0,005m ,55-107% kg

e) Fiir die Zustandsdichte in einem dreidimensionalen Halbleiterkristall gilt

A (2meg) 2
g(W) = % W — W,
mit der Energie der Leitungsbandkante Wy . Der Halbleiterkristall sei wiirfelférmig
mit der Kantenldnge [ = 1 mm, die effektive Masse betrage meg = 0,01m,.. Be-
rechnen Sie die Anzahl der Zustdnde im Kristall im Intervall W + 1leV < W <

Wy +1,1eV. [4P)
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Die Zustandsdichte beschreibt die Anzahl an Zustidnden pro Energieintervall und pro
Volumen. Die Anzahl der Zustiande pro Volumen lasst sich durch Integration tiber

das Energieintervall berechnen:

NW) )V = / s g(W)dW

Wir+1leV
WL+1,16V4 2 g
_ / Am(2men)® “Zeff) W = WodW
Wi +leV h
4 (2 )§ 5 Wip+1,1eV
T(2Meg) 2 3
= e W
Wir+1eV

- 477(2meﬂ‘)%2 3 3\ 93 1
- B ((1,16V)2 —(16V)2> = 6,999 10%—

Die absolute Anzahl der Zustiande ergibt sich schlieflich durch Multiplikation mit

dem Kristallvolumen:

NW)=NW)/V-V =NW)/V-I?=6,999 - 10"
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Matrikel-Nr.:

(W-W,) fev

5. Leitfahigkeit

a) In Abbildung 2 ist die Fermi-Dirac-Funktion fiir Temperaturen von 7' =0 K, 7" =

200 K und 7" = 1000 K aufgetragen. Ordnen Sie die Temperaturen den Verteilungen
zu! 2P|

(W-w,) fev
(W-W,) feV

050 075 025 050 075 025 050
fw) fw) fw)

Abbildung 2: Fermi-Dirac-Verteilung fiir verschiedene Temperaturen

(a) T=200 K, (b) T=0 K, (c) T=1000 K

b) Indium-Arsenid (InAs) hat eine Bandliicke von 0, 35 eV. Die effektive Masse der Elek-

tronen und der Locher entspreche 0, 02m,.. Bestimmen Sie die Ladungstrégerdichten
von Elektronen und Léchern bei Raumtemperatur 7' = 300 K. [3P|

Das Massenwirkungsgesetz lautet:

Wi Wy}
n-p=NVYNL. e~ BT
b= eff+ Veff

Fiir einen intrinsischen Halbleiter wie Indium-Arsenid mit n=p gilt bei T=300 K:

T a4
L — . 2kgT
n; = /Np = NeffNef'f € B

3
3 kT \ 2 _ Wy
= (m:m;)4-2~<23h2) -e 2pT
T

= 8,15-10"Y m™
= 8,15-10" em™

( 8,30-10" cm ™ mit den gegebenen Werten der Konstanten)

Bestimmen Sie die spezifische Leitfahigkeit eines Indium-Arsenid-Kristalls. Die Be-

weglichkeit der Elektronen sei p, = 1000””82, die der Locher py, = 100‘3(/"52. [2P]

v

Wenn Sie Aufgabenteil b) nicht 16sen konnten verwenden Sie n; = 10— als int-

rinsische Ladungstragerdichte.

Die Leitfdhigkeit berechnet sich aus:

o = e(nie + pin)
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d)

)

Mit pr, = 1000 cm?V ~1s™! und p;, = 100 em?V —ts7t folgt:

o=1.44-102

cim

Wie grofs ist die Leitfdhigkeit des gleichen Kristalls bei T = 0K? [1P|
c=0,dan; =0
Der Halbleiter aus Aufgabenteil b) sei nun p-dotiert mit einer Akzeptorendichte von

na = 10"_L; Es herrsche Storstellenerschépfung, die Temperatur betrage erneut

T = 300 K. Berechnen Sie die Locher- und Elektronendichten p und n. Hat sich die
Leitfdhigkeit im Vergleich zum intrinsischen Halbleiter erhoht? [4P]

Wenn Sie Aufgabenteil b) nicht 16sen konnten verwenden Sie erneut n,; = 1014(:#.

Da Storstellenerschépfung gefordert ist, gilt

1
- 18
Ny =np = 10°——
A cm3

Man sieht, dass damit n, > n; und somit

1
P = np= 1018—3
cm
gilt.
Fiir die Elektronendichte finden wir mit Hilfe des Massenwirkungsgesetzes

n?  (8,15-10' cm™3)?
n=—= 13 1

1
cm3

=6,6-10°

Da die Lécherdichte im Vergleich zum intrinsischen Fall einen Faktor 10* gréfer
ausfallt, hat sich die Leitfihigkeit im dotierten Halbleiter erhéht. (Rechnung nicht
nétig)
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6. Halbleitergrundgleichungen

a) Durch Bestrahlung ist zu einem Zeitpunkt ¢y = 0 in einem Halbleiter ein Profil von

Elektron-Loch-Paaren der Form

n(r) = p(x) = goe ™t (6)
erzeugt worden. Fir die Diffusionskonstanten gelte D,, = D,. Berechnen Sie die
Diffusionsstromdichte J(zg) an der Stelle 2o = L/2 in diesem Moment. [3P]

Der Diffusionsstrom ergibt sich zu:

on op
—eD. 2= _eD.2E
J(x)=e "o e I

Fiihrt man die partiellen Ableitungen aus und setzt ein, erhélt man:

J(z) = —eD, fexp(—z) +eD,> T exp(—%)
und damit
T(o) = ~eD, 2 exp(—5) 6D, 2 exp(~1) = ~eD, % exp(— 5D, 2 exp(5) = 0
z0) = —eDnTF exp(—5)+eDp T exp(—5) = —eDn T exp(—5)+eDn T exp(—3) =

b) Geben Sie die Kontinuitéatsgleichung zur Beschreibung der Entwicklung der freien
Elektronendichte in drei Dimensionen an. Welche physikalische Bedeutung haben

die einzelnen Terme der Gleichung? [3P]

Zur Berechnung der Entwicklung der Elektronendichte benutzen wir die Kontinui-
tatsgleichung fiir Elektronen:
on(z,t) 1

Sie beschreibt die zeitliche Anderung der Elektronendichte (linke Seite), welche sich
zusammensetzt aus der Divergenz der Stromdichte, also einer Stromdichtenquellen-
dichte (erster Summand), sowie der Generationsrate (2. Summand) und der subtra-

hierten Rekombinationsrate.

c¢) Ein p-dotiertes Halbleiterstiick wurde mit einem kurzen Lichtpuls homogen beleuch-
tet. Es herrsche Storstellenerschopfung. Die durch Beleuchtung erzeugte Elektro-
nendichte ist Any << p. Bestimmen Sie den zeitlichen Verlauf der Uberschussla-

dungstriagerdichte An(t). Gehen Sie von einer Rekombinationsrate r,, = An/7, aus.
[3P]

Wieder starten wir mit der Kontinuitatsgleichung:

on(t)
ot
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Da wir die Situation ab dem Ende des Pulses betrachten, werden keine Elektronen-
Lochpaare mehr durch Lichteinstrahlung erzeugt. Die Uberschuss-Ladungstriger
sind gleichméibig verteilt und es existieren keine Raumladungen, somit werden keine
Strome flieken. Wir kénnen eine Gleichung fiir die Uberschussladungstrigerdichte

aufstellen:

0An(t)
ot

Diese Differentialgleichung kénnen wir einfach integrieren, wir setzen den Zeitpunkt

= —An(t)/m,
des Pulsendes zu t = 0:

In (An)(t) — In (Ang) = —— — An(t) = Angexp (_i>

Tn Tn
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7. pn-Ubergang

a) Skizzieren Sie das Raumladungsprofil in einem abrupten pn-Ubergang ohne angelegte

Spannung. Markieren Sie alle relevanten Langen. Wo befindet sich die Raumladungs-
zone? Die Schottky-Nédherung sei giiltig. [3P|

A
p Schottky- enD
Néherung A~ N

- b
I p "\ — exakt

0

v X

I

-ena &

el
Raumladungszone

Abbildung 3: Raumladungsprofil im pn-Ubergang

b) Leiten Sie einen Ausdruck fiir das Potential im abrupten pn-Ubergang ohne ange-

legte Spannung her. Die Dotierkonzentrationen seien n,4 im p-Bereich und np im
n-Bereich. Gehen Sie von Storstellenerschépfung aus. Die Schottky-Naherung sei
erneut giiltig. [6P|

Um das Potential herzuleiten, miissen wir, ausgehend von den bekannten Raumla-

dungen, die Poisson-Gleichung l6sen. Das Raumladungsprofil sieht wie folgt aus:

(

0 fir x < -1,
826 () 1 | —enan fir =1, <2<0
912 ol +enp fur 0 <x <+,
0 fir =z > 1,

\
Wir kénnen die Gleichungen durch zweimaliges Integrieren Iésen. Finmaliges Inte-
grieren fiihrt auf einen Ausdruck, der die erste Ableitung des elektrischen Potentials
enthilt. Dies ist aber gerade die Feldstirke im Halbleiter (E = —V @), wobei der
Ubergang zwischen den unterschiedlich dotierten Gebieten stetig sein muss und das
Feld aufserhalb der Raumladungszone Null ist. Aus der konstanten zweiten Ablei-

tung des Potentials erhalten wir erhalten eine lineare Abhéngigkeit der Feldstérke

vom Ort:
E@)= -2z +1,) fir —1,<z<0
€r€p
E(zx) = D (x —1,) fur 0 <z <+,

€r€o

Zum Verlauf des Potentials gelangen wir durch eine weitere Integration. Wieder
setzen wir einen stetigen Ubergang des elektrischen Potentials zwischen den ver-

schiedenen Bereichen an. Da das Feld einen linearen Verlauf hat, erwarten wir bei
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einer weiteren Integration quadratische Abhéngigkeiten. Wie tiblich kénnen wir fiir
das Potential ein Bezugsniveau frei wahlen. Wir tun das zu ¢ = 0 fiir den neutralen

p-Bereich und erhalten so

o, ena 2
0(r) =+ (@ +1,)
fiir =1, < x <0 und
_ 8D g2
o(z) = See (ly—z)" +Up

fiir 0 < x < +1,. Fiir x > 1,, gilt ¢(z) = Up.
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Konstanten
Planck’sches Wirkunkungsquantum h = 6.63-1073 Js

h = £ =105-107% Js

Avogadro-Konstante Ny = 6.02-10% mol !
Bohr’scher Radius apg = b5.29-107" m
Elementarladung = 1.6-107% As
Atomare Masseneinheit v = 1.66-10"77 kg
Elektronenmasse me = 9.11-1073 kg
Protonenmasse m, = 167-107%" kg
Neutronenmasse m, = 167-107% kg
Dielektrizitatskonstante € = 885-107"2 As/Vm
Permeabilitatskonstante po = 4m-1077 Vs/Am
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ¢ = 3.0-10% m/s
Boltzmann-Konstante kg = 1.38-107% J/K
Kreiszahl 7r = 3.14
Euler’sche Zahl = 2.72

Konversion von Einheiten

Integrale

Atomare Masseneinheit — Kilogramm

Elektronenvolt — Joule

1

lu =1.66-10"%"kg
1eV=16-10"1J

1
/(sin ax)® de = Zx— 4—sin 2ax
a

2

1 1
/(cos ar)’ dr = —x+ — sin2ax

2

) 1
sin ax cos ax dx

a
1
/:v (sinaz)® dx ZxQ

[
/-
+00 1
/ 2 dy = —
_ 2a

2
e “dx

SRS

_ 2
ze " dx

o0

4a

1

4qa

S
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