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Name: Matrikel-Nr.:

1. Melone im Paralleluniversum

In einem Paralleluniversum gelten die gleichen Naturgesetze wie in unserem und die
Naturkonstanten seien bis auf ein geéndertes Plank’sches Wirkungsquantum A’ =
1073 J - s identisch. Auf einem dortigen Planeten wachsen Melonen mit sehr harten
Schalen und einem Durchmesser dy; = 20 em. Wie irdische Melonen bestehen sie fast

ausschliellich aus Wasser und enthalten Kerne mit einem Gewicht myg = 1g.

a) Warum wire es unangenehm, eine solche Melone aufzuschneiden? Begriinden Sie
Ihre Antwort rechnerisch anhand der geéinderten Heisenberg’schen Unschérferelation.
[2,5P]

Wir bendtigen die Heisenberg’sche Unschérferelation Ap - Ax =~ k' /2:

n 1073 Js kg-m
A —= e — ]__3—
- op 2- Az 2-0,1m 510 5
DAy = BP g qghm
My s h

Die mittlere Geschwindigkeit beim Austritt ist also recht hoch und damit unange-
nehm fiir den Beobachter.

b) Betrachten Sie einen elastischen Stof eines Photons der Wellenlénge A\p = 628 nm
mit einer Melone. Welche Geschwindigkeit hat die Melone nach dem Stofi? [4P]

B 2m-1073 Js kg-m
= —=———— " =~10.
bp A 628 nm 0-000 S
Ep = Wv=pc=3-102%J
4 4 kg
Geht man von einem elastischen Stof3 aus:
ka -
par =2 - pp = 20,0002
S
20.000 *zm k
=L T T 760 — 17140 28
m 4,2 kg S h

Die getroffene Melone wére also extrem schnell und kénnte damit einerseits kaum

beobachtet werden und andererseits wére es fiir den Beobachter recht gefahrlich.
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2. Wellenfunktionen

a) Ein Teilchen der Masse m sei durch die Wellenfunktion 1 (z,t) = A . e-eltma®/m)+il]
mit den positiven, reellen Konstanten A und a beschrieben. Fiir welches Potential
V(z) 16st diese Wellenfunktion die Schrodingergleichung? [2P]

Zeitabh. Schrédingergleichung:
R 0
(“30m s + V@) ) 0v0) = ih (o)

2m Ox?

mit ¢ = —2‘1%@&, P = —%Tm(l — %meQ)@/) und 1) = —iatp konnen wir einsetzen:
i { 20m (1 = Q“me?)] W, )+ V()p(z,t) = ih(—ia)d(x, 1)
hatp(x,t) — 2a*ma*y + V(2)(x,t) = hap(x,t)

=V = 2a°ma?

2m

h

FEs handelt sich also um ein harmonisches Potential.

b) Die Wellenfunktion eines Systems zur Zeit ¢t = 0 sei durch die Wellenfunktion

gegeben. Uberpriifen Sie hierfiir die Heisenberg’sche Unschirferelation, indem Sie die

Orts- und Impulsunschérfe berechnen. [3,5P]

Zunéchst normieren wir:

1 2 nhan 1 3 2
() = /JCQ-exp (—x—)dxAh: 7 ek

(@) =0

) = oo ()
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c) Ein Teilchen der Masse m bewege sich in einem eindimensionalen harmonischen

Potential und befinde sich im Zustand
1 1
z) = Yo(2) + —=th1 () + —=g(w

, wobei 9;(z) die normierten Eigenzusténde des stationdren harmonischen Oszillators
sind. Welche Werte E; werden bei einer Messung der Energie des Teilchens gemessen
und mit welchen Wahrscheinlichkeiten P;? Wie grof ist der Erwartungswert (E) der
Energie in diesem Zustand? [4,5P]

Die Energie-Messwerte E,, = hw(n + 1) sind:

hw hw hw
By =2 B =32 By =132,
0 5 1 32, 6 32

Zur Verteilung des Messwerte miissen wir zunéchst die Normierung des Zustandes

iiberpriifen:

1 1 1
/w d$—1+2+§—2:>wnormzﬁw(x)

Damit folgt:

»-lkIH

1
wzzcnwnorm,njpn:’Cn|2:>P0:§7 Pl PG_

Der Energie-Erwartungswert betrégt:

_ hw 3 13 9
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3. Kubische Gitter

a)

Betrachten Sie das Kristallgitter von GaAs.

Zu welchem Raumgittertyp gehort dieses Kristallgitter? Welche Atome befinden sich
in der Basis? [1P]

Es handelt sich um ein fcc-Gitter, dessen Basis aus einem Ga- und einem As-Atom
besteht.

Wie viele Atome eines jeden Elements befinden sich in der Einheitszelle? [1P]

Die As-Atome befinden sich vollstdndig in der Einheitszelle, also gibt es 4 As-Atome.
Es sitzen 8 Ga-Atome auf den Ecken und 6 Ga-Atome auf den Fléichen, also insgesamt
8-%%—6-%24 Ga-Atome.

Beschreiben Sie ein Experiment zur Bestimmung der Kristallstruktur. [1,5P]

Die Kristallstruktur kann mit Beugungs-Experimenten untersucht werden. Hierzu
wird ein Kristall mit Rontgenstrahlung oder Elektronen bestrahlt und das Beugungs-
muster untersucht. Im Fall eines Kristalls konnen die Atome einzelnen Schichten des

Abstands d zugeordnet werden. Wird die Beugungsbedingung erfiillt, ist also Ax
Ax = 2dsin ®

ein Vielfaches n der Wellenlidnge A, so folgt konstruktive Interferenz des unter dem
Winkel ® eingestrahlen Lichtes. Aus dem Beugungsmuster sind Riickschliisse auf die

Kristallstruktur maoglich.
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d) Wir gehen nun von einem kubisch flichenzentriertem Gitter mit einatomiger Basis
aus. Wie grof} ist die Gitterldnge a dieses Gitters, wenn es mit dicht gepackten, gleich
grofien Kugeln mit dem Radius R gefiillt wird? [1,5P]

Es befinden sich 8 - % +6- % = 4 Kugeln in der Einheitszelle, die wie folgt angeordnet
sind:

2a

8

Betrachtet man die Diagonale, kann man die Beziehung 4R = /2a ableiten und
damit auf die Gitterlinge schlieBen: a = 4R /+/2.
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4. Potentialtopf mit /-Peak

In der Mitte eines unendlichen Potentialtopfes der Breite 2a befinde sich eine ¢-

Barriere der Form Ad(z) mit A > 0, wie in der folgenden Abbildung gezeigt.

}v

-a a X

a) Gehen Sie von freien Wellen 1(z) = Ae*® + Be~** aus und stellen Sie die Randbe-
dingungen auf. Um die Randbedingung bei x = 0 zu erhalten, gehen Sie wie folgt
vor: Integrieren Sie die zeitunabhéngige Schrodingergleichung fiir das Delta-Potential
von r = —e bis x = +€ mit € > 0. Dann fithren Sie die Grenzwertbildung ¢ — 0

durch. Damit erhalten Sie eine Aussage iiber das Verhalten der ersten Ableitung der
Wellenfunktion am Punkt z = 0. [2,5P]

Wir teilen das Potentialproblem in zwei Bereiche I (x < 0) und II (x > 0) auf. Dann

erhalten wir:

1/}1 — Alezkx+BIe—zkx
Vi = Ape™ 4 Bre

Die Randbedingungen lauten:

vi(=a) =vp(a) =0 (1)
¥r(0) = ¢1(0) (2)
Ftiir die Randbedingung an der Stelle x = 0 betrachten wir die Schrédingergleichung:
R 9
~ o g2 V(@) T Ad(@)(w) = Wi(z)
Die Integration von x = —e bis x = € wird durchgefiihrt:
=y'()—¢'(—¢) =X4(0)
B2 “ e 92 h
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Die Stammfunktion der zweiten Ableitung ist die erste Ableitung, so ergibt sich der
erste Term. Der zweite folgt aus den Eigenschaften der Dirac-Distribution. Auf der
rechten Seite des Gleichheitszeichens wird die Wellenfunktion tiber einen 2-e-Bereich
um x = 0 integriert. Wenn wir nun die Grenzwertbildung ¢ — 0 ausfiihren, ver-
schwindet dieser Term (wenn die Wellenfunktion nicht divergiert, was vorausgesetzt

werden kann), weil die Flache unter der Wellenfunktion gegen Null geht.
Wir erhalten also insgesamt als Randbedinungen an der Stelle x = 0:

2m

Y11(0) = 95(0) = 5 Av(0) (3)

Bestimmen Sie die Wellenfunktion und deren Koeffizienten. Werten Sie dazu die
Randbedingungen aus a) aus und fiihren Sie eine Fallunterscheidung fiir alle erlaub-
ten Wellenzahlen & durch. [4,5P]

Aus Randbedinung 1 folgt zunéchst:

Ajeiika + B[@ika = 0= B[ = —Ajeizika

Alleikza + leefika = (0= BII — _AIIGZik’a
und damit:
@Z)I _ AI (6ikx o 6—2ika€—ikz> — Ale—ika (eikx-i-ika _ e—ikx—ika>
= 2iAe " sin(k(z +a)) = Crsin(k(z + a))
und analog:

Vi = 2iAe*sin(k(z —a)) = Cprsin(k(z — a)).

Bedingung 3 ergibt:

2mA
Crrk cos(ka) — Crk cos(ka) = Zé Crsin(ka). (4)
Randbedingung 2 liefert schlieBlich:
Crsin(ka) = Crrsin(—ka). (5)

Diese Gleichung kann in zwei Féllen gelost werden:

1. Fall: k ="*neN
Gleichung 5 ist damit erfiillt: 0 = 0. In Gleichung 4 eingesetzt folgt damit:

C[[k’(—l)n — C]I{?(—l)n =0= C] = C[[
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Dies setzen wir ein und erhalten:

¥y = Crsin (Tx + mr) , Y = Crsin (Tx — mr)
a a

2. Fall: k # "*,n € N
Aus Gleichung 5 folgt C;sin(ka) = —Cyrsin(ka), also C; = —Cy und mit Gleichung
4 erhalten wir dann:

2mA A
kCrr (coska + coska) = —%C’H sinka = k = —TZ—Q tan ka

also:

Yy = Crsin(k(x + a)), Y = —Crsin(k(z — a))
¢) Normieren Sie die Wellenfunktion. [2P]
1. Fall: k= "*neN

|C’\2/ sin?(kz)dz = |C|? [— — ﬁsm(?k:c)]

N /

oS

—a —
=3 =a

= (C =

1
Va

2. Fall: k # "*,n € N

1C|? (/0 sin?(k(z + a)) dz + /0 sin?(k(z — a)) dx

1 " 1
= |C? <{§ - sin(2k(x + a))} + {g - ESIH (2k(z — a)) )

= (C = <a——sm 2ka)

l\')\»—t
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5. Fermie-Energie

Die Zustandsdichte eines unbekannten Materials ist in folgender Abbildung gegeben.

Ferner seien

g = 3,0-1047m
Wy = 9,0-10%J
W, = 1,3-100%J
Wy, = 2,0-1071%J
Wy = 2,1-1079J
Wy = 3,0-107%J
Ws = 3,3-1071%J

Die gesamte Elektronendichte sei ngesqme = 1,5 - 102 5.

a) Berechnen Sie, welche Bander bei T = 0 K gefiillt sind und geben Sie die Lage des

Ferminiveaus an. [2P]
Die Béander werden der Reihe nach mit Elektronen gefiillt:
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AWpg, = Wi—Wy=4-102J

= = AWpi-go=1,2-10%1/m?
AWpgy = Wi—Wy=1-10"2J

= = AWpy-go=3- 107 1/m?

Mit AWpgi - go + AWpy - go = 1,5 - 10%81/m? sind die beiden ersten Béinder exakt
gefiillt und das dritte ist leer. Das Ferminiveau liegt demnach zwischen dem zweiten

und dritten Band bei Wp = W3 + WSWS =2,55-10719J.

b) Handelt es sich um ein Metall, einen Halbleiter oder einen Isolator? [1P]

Da das Ferminiveau in der Bandliicke liegt, handelt es sich nicht um ein Metall. Die

Bandliicke betragt Wg = % = 0,56 eV. Damit handelt es sich um einen
Halbleiter.
A
W (J)
Ws
W4
W

1
W
2 >

& g(1/im?

c) Abschliefend betrachten wir die Elektronenkonzentration n im Leitungsband eines
n-dotierten Halbleiters und das Ferminiveau W als Funktion der Temperatur. Skiz-
zieren Sie die temperaturabhéngige Elektronenkonzentration n schematisch in das
dafiir vorgesehene Schaubild. Tragen Sie darunter die Valenz- und Leitungsbandkan-
ten Wy, bzw. Wy, sowie das Dotierniveau Wp und die temperaturabhéngige Fermi-

energie Wy in das zweite Schaubild ein. [2P]
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Steigung -Wg/2 k

c
S .
- N - Steigung -W _/2k
4 intrin= Erschopfung Reserve
sisch
WL Lol L V,
WD I—— _——— e — — =
2 V“Ferthnergie W, I
@
C_J'}W\' O s TE S P Wg
: l
=
w
WV

v

reziproke Temperatur T~

Bild aus Ibach-Liith, Festkorperphysik. Genau genommen schrumpft die Bandliicke
bei hoheren Temperaturen.
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6. Bandstruktur

a)

Betrachten Sie die abgebildete Bandstruktur eines Halbleiters.

=S N
-
o0
2
[ o ]

. ! V
A

leichte Lécher

ENERGY (eV)

A

L A T A X UK X I

Handelt es sich um einen direkten oder indirekten Halbleiter? Begriinden Sie Thre
Antwort. [1P]

Da das Minimum des Leitungsbandes nicht beim gleichen k-Vektor wie das Maximum

des Valenzbandes liegt, handelt es sich um einen indirekten Halbleiter.
Lesen Sie die Bandliicke W ab. Um welchen Halbleiter konnte es sich handeln? [1P]
Die Bandliicke betragt 1,1 eV . Es handelt sich demnach um Silizium.

Nehmen Sie an, man konnte die Gitterschwingungen komplett ausschalten. Welche
Wellenlédnge miissten Photonen mindestens besitzen um absorbiert werden zu kon-
nen? [1,5P]

Es kann nicht mit der Bandliicke 1,1eV gerechnet werden, sondern man muss die
ydirekte Bandliicke ablesen, die ca. 3eV betrdgt. Die Wellenldnge der Photonen
betréagt somit:

\ = = — 413 nm.

EG dir

Gehen Sie vom Newton’schen Gesetz p = m - a aus und leiten Sie mit Hilfe der

Gruppengeschwindigkeit v, = + W einen Ausdruck fiir die effektive Masse m* her.

n ok
[1,5P]
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oo Oy LW m MW Ok
e = e e T kot T h Ok? ot
L op 0, ok
- E_athk_hat

1 9*°W 1
= 2o o Bandkriimmung

e) Erkliaren Sie anhand des Ergebnisses aus Aufgabenteil d) den Begriff schwerer und
leichter Locher. Welche Kurve gehort demnach zu welchen Lochern? Beschriften Sie
entsprechend die Pfeile in der obigen Abbildung. [1P]

Anhand der Bandstruktur ist zu erkennen, dass es im Valenzband zwei Kurven unter-
schiedlicher Kriimmung gibt. Das stérker gekriimmte gehort zu den leichten Léchern,

das schwacher gekriimmte zu den schweren Ldchern.
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7. Teilchenstrome

a) Leiten Sie aus der Kontinuitétsgleichung

0 0 .

mit der Wahrscheinlichkeitsdichte p(x,t) = |¢(z,t)|? einen Ausdruck fiir die eindi-

mensionale quantenmechanische Teilchenstromdichte j(x,t) her. [2,5P]

3} 9 \ .0 9 .
1
= (W HY —pHY)
1 ([ B o h? o2 .
= (v (g V@) v v (gmam V@) )

R ”? . Lo
= Sihm (¢W” Vo )

o ( h , 0 9 .,
— o (o (V=¥
h
= j(z,t) = (w(x,t)*%w(x,t) — w(x,t)%w(x,t)*) )

2im

b) Berechnen Sie die Stromdichten freier Wellen, die beschrieben werden durch
i (x) = ™, a(z) = e
Welche GroBe erhalten Sie? Interpretieren Sie das Ergebnis. [2P]

+hk

; t) = Fikx +ik +ike  tikx ik Fika) _ )
1) = o (PR iR R — e (e = 2

Dies entspricht der Geschwindigkeit der Teilchen des Stromes.
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8. Banddiagramm

Wir betrachten Phosphor-dotiertes Silizium und Bor-dotiertes Silizium bei Raum-

temperatur.

a) Zeichnen sie fiir beide Halbleiter die folgenden Zusammenhinge in die dafiir vorge-

sehenen Schaubilder auf der ndchsten Seite:

e Das vereinfachte Banddiagramm. Zeichnen Sie Ferminiveau, Storstellenniveau,
Leitungs- und Valenzbandkanten ein [1P].

e Energie und Zustandsdichte (g(W)) [1P].

e Energie und Besetzungswahrscheinlichkeit fiir Fermionen (Fermi-Dirac-
Verteilung, f(1V)) [1P].

e Energie und Ladungstriagerdichte (n(1W) und p(W)) [1P].

Wa W4 w w
/ fw)
wlp _ ]
____VV\(;[F’ - We W)
Wy f—— \ L "
i
X gv(W), g (W) 0 0.5 1 (W) n(W), p(W)
Abbildung 1: Phosphor-dotiert, n:
Wy w4 w W
e )
W\_ I \
)
X gv(W), gl (W) 0 0.5 1 (W) n(W), p(W)

Abbildung 2: Bor-dotiert, p:

b) Skizzieren Sie das Banddiagramm einschlielich Ferminiveaus, wenn beide Halbleiter
in Kontakt gebracht werden...

e ...ohne duflere Vorspannung.

e ..mit einer duBeren Vorspannung U, wobei —Up < U < 0V sei.
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Wi(-) % i freemeee- ] ------

! \ .' eU
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| I S fromemeneaeaeas We
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f ~— Wo(=)

ir:- 0 in X

Abbildung 3: Banddiagramm pn-Ubergang ohne Vorspannung.

A
Wi(-e2)

Wy (-e)

Abbildung 4: Banddiagramm pn-Ubergang mit Vorspannung U.
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Konstanten

Planck’sches Wirkungsquantum

Avogadro-Konstante
Bohr’scher Radius
Elementarladung
Atomare Masseneinheit
Elektronenmasse
Protonenmasse
Neutronenmasse
Dielektrizitéatskonstante
Permeabilitatskonstante
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
Boltzmann-Konstante
Kreiszahl

FEuler’sche Zahl

Konversion von Einheiten

Atomare Masseneinheit — Kilogramm

Elektronenvolt

— Joule

h = 6.63-107% Js
ho o= £ =1.05-10"% Js
Ny = 6.02-10% mol '
ap = 529-1074 m
= 1.6-107% As
v = 1.66-107% kg
me = 9.11-1073 kg
m, = 167-107%7 kg
m, = 167-107%7 kg
€ = 885-10712 As/Vm
po = 4m-1077 Vs/Am
c = 3.0-10% m/s
kg = 1.38-107% J/K
s = 3.14
= 272

lu =1.66-10"2"kg
1eV=16-10"1]

Formeln und Integrale (Bitte beachten Sie auch die Riickseite!)

exp (jkz) + exp (—jkx) =
exp (k) — exp (—jke) =

/(sina:c)2 de =

/ (cosazx)® do =

/ sin ax cosar dxr =

/:c(sin ax)’ do =

Fortsetzung umseitig!

2 cos (kx)
2j sin (kx)
1 1
51: 1 sin 2ax
L + in 2
Qx 12 sin 2ax
1 . 9
% (sinax)
1 1 1
ZxQ — Ea: sin 2ax — @ cos 2ax
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