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1. Grundlagen der Quantenmechanik [9P]

Betrachten Sie ein freies quantenmechanisches Teilchen mit der Wellenfunktion
w(ﬁ,t) — Aej(kxfwt)
und konstanter Amplitude A.

a) Bestimmen Sie die Phasengeschwindigkeit vp ausgehend vom Argument der
e-Funktion in ¢ (x,t)! [1P]

b) Welche réaumliche Abhéngigkeit ergibt sich fiir die Dichte der Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit |¢(x,t)|*? Erkldren Sie die physikalische Bedeutung Ihres Ergebnisses!
[1P]

¢) Bestimmen Sie die Dispersionsrelation W (k) fiir ¢(x,t) durch Losen der Schrédinger-

gleichung! [2P]
d) Bestimmen Sie den Erwartungswert der kinetischen Energie (Wiq,) fiir ¢ (x,t)! [2P]

Fiir ein GAUSSsches Wellenpaket, das ein freies quantenmechanisches Teilchen beschreibt,
sei nun die zeit- und ortsabhdngige Wahrscheinlichkeitsdichte gegeben durch

1 (z*%*f
p(zt) = ———=e 230
2no2(t)
Dabei beschreibt o2(t) die zeitabhiingige Varianz.

e) Lesen Sie den zeitabhéngigen Ortserwartungswert (z) aus p(x,t) ab! [0,5P]

f) Geben Sie die Gruppengeschwindigkeit vg fiir das Wellenpaket an und erkléren Sie
ihre physikalische Bedeutung! [1P]

Fortsetzung auf Riickseite!
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g) Veranschaulichen Sie die typische Ausbreitung des Wellenpaketes, das sich mit der
Geschwindigkeit v ausbreitet, indem Sie p(x,t) fiir zy = vtg und x; = vty mit t; > t
qualitativ in Abbildung 1 einzeichnen! Wie veréndert sich qualitativ die Ortsun-

schérfe mit zunehmender Zeit? [1,5P]

p(x,t)

Xo = Vto X1 = th x=vt

Abbildung 1
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2. Wasserstoffatom [9P]

a)

b)

Nennen Sie drei der vier Quantenzahlen, die den Zustand eines Elektrons im

Wasserstoffatom definieren, und erkldren Sie ihre Bedeutung! [3P]

Beschreiben Sie eine Gemeinsamkeit einer kovalenten Bindung zweier Wasserstoftf-

atome mit zwei gekoppelten Potentialtopfen! [1P]

Das Wasserstoffatom kann durch ein Zweiteilchensystem (Elektron e und Kern K)

beschrieben werden. Die zugehorige Schréodingergleichung lasst sich wie folgt formu-

h2
— A, -
< 2me

Kennzeichnen Sie, welcher Term im Rahmen der Born-Oppenheimer-Néherung

lieren: 2 -
€ e - =
Ak —> ¢(7’e,TK) = Wlﬁ(%ﬂ“}{)

2mxk dmege,

zunéchst vernachléssigt wird, und begriinden Sie, warum dies zuléssig ist! [1P]

Die Wellenfunktionen fiir das Wasserstoffatom lassen sich iiber einen Separationsan-
satz in Kugelkoordinaten berechnen. Ein Zustand wird dabei tiber das Tupel (n,l,m)
definiert. Geben Sie die Wellenfunktion ), 1y, fiir den Grundzustand in Abhangigkeit
vom Bohrschen Atomradius ag und vom Kernabstand r an! Verwenden Sie dazu die
unten angegebenen normierten radialen Eigenfunktionen und Kugelflachenfunktio-

nen, die die Wellenfunktion bestimmen! [1P]

¢n7l,m = Rn,l (T) K,m (9,@5)

Seite

7

n|l|m | Ryr) Yim(0,0)
1100 |2Ne™ NG
210/0 |2Ne*(1-x)| 5=
2(11]0 \%N@“T 21/ 2cos(0)
2 (1] +1 \%Ne_”” —1\/ asin(0)el?
211|-1 \%Ne*x \/ 2= sin(f)e 3¢
3
mit N = <i>2 und z =
nao nao

Fortsetzung auf Riickseite!
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Berechnet man die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Wellenfunktion aus Teil-
aufgabe d), so erhélt man den in Abbildung 2 dargestellten Verlauf {iber - Bestim-
men Sie aus der Zeichnung ndherungsweise das Verhéltnis = fiir den wahrschein-
lichsten Wert sowie fiir den Erwartungswert der radialen Wahrscheinlichkeitsdichte!

Warum unterscheiden sich diese voneinander? [2P|

radiale Wahrscheinlichkeitsdichte

Abbildung 2

Die Eigenenergien des Wasserstoff-Elektrons im Potential eines Protons lassen sich
zu W, = —WRyd# mit Wryq = 13,6 eV und n = 1,2,... berechnen. Bestimmen Sie
eine von n abhéngige Formel zur Berechnung der Wellenldnge A der Strahlung, die
bei Ubergingen der Balmer-Serie (Ubergéinge in Zustinde mit n = 2) emittiert
werden kann! [1P]

Seite 8



Name: Matrikel-Nr.:

Seite 9



Seite 10



Name: Matrikel-Nr.:

Seite 11



Seite 12



Name: Matrikel-Nr.:

3. Stiickweise stetiges Potential [10P]

Gegeben sei folgendes Potential V'(x), in das eine ebene Welle von links einlauft:

(% firz < L (Bereich 1)

0 fir L <z < 2L (Bereich 2)
—Vo fiir 2L < x < 3L (Bereich 3)
+oo fiir x > 3L (Bereich 4)

Vi) =

mit V> 0 und L > 0.

a) Skizzieren Sie das gegebene Potential V' (z)! Achten Sie auf eine korrekte Achsenbe-
schriftung! [1P]

b) Stellen Sie einen allgemeinen Losungsansatz fiir die Wellenfunktionen ¢;(z) in jedem
Bereich (i = 1,2,3,4) auf und geben Sie die Randbedingungen fiir die Losungen des
Problems an! [2P]

Die von links einlaufende ebene Welle habe die Energie W = —%.

c) Geben Sie die Wellenzahlen k; (i = 1,2,3) in den Bereichen 1 bis 3 an! Was ist
der wesentliche Unterschied der Wellenfunktion 9(z) im Bereich 2 gegentiber den
Wellenfunktionen ¢4 (x) im Bereich 1 und v3(x) im Bereich 37 [2P]

d) Skizzieren Sie den qualitativen Verlauf der Wahrscheinlichkeitsdichte [¢;(z)|* in

allen Bereichen (i = 1,2,3,4) in Ihre Skizze aus Teilaufgabe a)! Geben Sie dabei
eine gestrichelte Linie vor, die |t;(z)|?

Randbedingungen! [2,5P]

= 0 markiert, und achten Sie auf die

e) Welcher quantenmechanische Effekt tritt in Bereich 2 (also beim Ubergang von
Bereich 1 nach 3) auf? [0,5P]

Fortsetzung auf Riickseite!
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Die Energie der von links einlaufenden Welle sei immer noch W = —%. Gehen Sie nun

aber von einem anderen Potential Vi, (z) aus:

—V§ firz <L
Vneu(x) = .
0 firx > L

f) Bestimmen Sie den Ansatz der Wellenfunktion g yeq () fiir > L und vereinfachen

Sie ihn so weit wie moglich! [1P]

g) An welcher Stelle z betrigt die Dichte der Aufenthaltswahrscheinlichkeit |1)g peu(2)]?
noch das 2-fache des Wertes bei « = L? Nehmen Sie hierbei fiir die Wellenzahl den
Wert ko = jro = j% an! [1P]
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4. Intrinsische und dotierte Halbleiter [8P]

Betrachten Sie zunéchst einen hochreinen Silizium-Kristall bei Raumtemperatur. Es

seien 1,5 - 101° thermisch generierte Elektronen pro Kubikzentimeter im Leitungsband.

a) Kennzeichnen Sie die Bandliicke W in Abbildung 3! Begriinden Sie, ob es sich um
einen direkten oder indirekten Halbleiter handelt! [1,5P]

Energie 4

Leitungsband

Valenzband

v

100 0 111
Impuls

Abbildung 3

b) Erkléren Sie, wie sich die Ladungstragerkonzentration der thermisch generierten
Elektronen im Leitungsband mit absinkender Temperatur bis auf 7' = 0K verdndert!
[1P]

c) Berechnen Sie die Leitfahigkeit ojnginsisen des hochreinen Silizium-Kristalls bei

Raumtemperatur! Die Beweglichkeit der Elektronen betrage p, = 1400 cm?V ~ts7t,

die der Locher u, = 450 em?V ~1s71 [1P]

Fortsetzung auf Riickseite!
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Betrachten Sie nun einen dotierten Silizium-Kristall bei Raumtemperatur. Als Dotand

kommt Aluminium zum Einsatz.

d) Nennen Sie zwei verschiedene Verfahren zur Dotierung eines Halbleiters! [1P]

e) In Richtung welcher Bandkante verschiebt sich die Fermi-Energie Wr durch die

Aluminium-Dotierung und wo wiirde diese bei einem Metall liegen? [1P|

f) Zeigen Sie, dass bei Raumtemperatur quasi alle Storstellen ionisiert sind! Das
Storstellenniveau Wy liegt 0,057 eV oberhalb der Valenzbandkante Wy und die
Fermi-Energie Wr liegt 0,55 eV oberhalb der Valenzbandkante Wy. [1,5P]

g) Welche Konzentration an Dotieratomen ny ist ungefdhr notwendig, um die Leitfahig-
keit Oingrinsisen aus Teilaufgabe c¢) bei Raumtemperatur um drei Grofsenordnungen
zu steigern? Gehen Sie von Storstellenerschopfung aus und vernachléssigen Sie den
Beitrag von Elektronen zur Leitfahigkeit! [1P]
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5. Zustandsdichten [7P]

a) Beschreiben Sie, was man unter dem Begriff Zustandsdichte versteht! [1P]

b) Zeigen Sie, dass die Zustandsdichte g(WW) fiir einen 2D-Kristall ohne Normierung

auf die Kristallflache gleich Tg}; ist! Verwenden Sie dabei die Dispersionsrelation
W = ZE1 2,5P)

c) Nennen Sie ein Materialsystem, fiir welches eine solche 2D-Zustandsdichte

néherungsweise gilt? [0,5P]

d) Was gibt die Fermi-Dirac-Verteilung an? Fiir welchen Fall ist die Boltzmann-
Néherung giiltig? [1P|

Betrachten Sie nun ein 2D-Materialsystem! Das Leitungsband sei durch die untere
Bandkante bei der Energie W = 2,25 €V begrenzt.

e) Wie viele Zustédnde N sind bei Raumtemperatur auf einer quadratischen Kristallfla-
che der Kantenldnge L = 10 cm im Leitungsband besetzt, wenn das Fermi-Niveau
bei der Energie Wr = 2 €V liegt? Dabei sei die Boltzmann-N&aherung giiltig. Ver-
wenden Sie die Masse des freien Elektrons! (Hinweis: Sie kénnen die Zustandsdichte

aus Teilaufgabe b) verwenden!) [2P|
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6. Halbleiter im Nichtgleichgewicht [7P]

TEIL I: pn-Ubergang

a)

Betrachten Sie einen pn-Ubergang, der sich zuniichst im Gleichgewicht befindet. Die
p-Seite sei mit der Akzeptorkonzentration ny, die n-Seite mit der Donatorkonzentra-
tion np dotiert. Die Raumladungszone erstrecke sich auf der p-Seite von —{, <z <0
und auf der n-Seite von 0 < x < [,. Gehen Sie von Ladungsneutralitdt und konstan-

ter Raumladungsdichte aus, d.h. npl, = nal,. Fiir das Potential auf der p-Seite

gelte
ENA 2
P = )
(z) 2e.€q (z+ p)

und fiir das Potential auf der n-Seite gelte

en

O(z) = ——= (I, — 2)* + Up
2€.€0

Dabei sei Up die Diffusionsspannung. Fiir ®(z = 0) setzen Sie Stetigkeit voraus.
Bestimmen Sie die Gesamtlinge der Raumladungszone fiir ny, = 10 em™3,

np = 10¥ em™3, Up = 0,73 V und ¢, = 11,9! [2P]

Betrachten Sie nun einen pn-Ubergang im Nichtgleichgewicht! Skizzieren Sie
qualitativ das Banddiagramm unter Anlegen von U = Up (Diffusionsspannung
in Vorwiértsrichtung)! Kennzeichnen Sie das Leitungs- und Valenzband sowie die

Quasi-Fermi-Niveaus! [2P]

TEIL II: Halbleiter unter Beleuchtung

c)

Ein stark p-dotierter Halbleiter wird bei Raumtemperatur geméf Abbildung 4 kon-
stant beleuchtet. Im gesamten Halbleiter werden Elektron-Loch-Paare durch die Be-
leuchtung homogen mit einer Rate von g;, erzeugt. Gleichzeitig rekombinieren die
Ladungstragerpaare mit einer Rate von An/7,. Es sei kein dufseres elektrisches Feld
angelegt und es gelte An(t < 0) = gp7m. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird schlagartig
die Beleuchtung abgeschaltet. Berechnen Sie unter Angabe aller nétigen Zwischen-
schritte den zeitlichen Verlauf der Uberschussladungstriigerdichte An(t) fiir ¢t > 0!
3P]

e
VYYDV YV Y X

Abbildung 4
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Konstanten

Planck’sches Wirkungsquantum

Avogadro-Konstante
Bohr’scher Radius
Elementarladung
Atomare Masseneinheit
Elektronenmasse
Protonenmasse
Neutronenmasse
Dielektrizitatskonstante
Permeabilitatskonstante
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
Boltzmann-Konstante
Kreiszahl

Euler’sche Zahl

Imaginére Einheit

Konversion von Einheiten

Atomare Masseneinheit — Kilogramm

Elektronenvolt

— Joule

h = 6,63 -107% Js

A o= L=105-107% Js
Ny = 6,02-10% mol !
a = 529-107" m

e = 16-107"9 As

v = 1,66-10777 kg
me = 9,11-1073! kg
m, = 1,67-107% kg
m, = 167-10"%7 kg

€ = 885-10712 As/Vm
po = 4m-1077 Vs/Am
c = 30-10% m/s
kg = 1,38.107% J/K
T = 314

e = 272

jo= VI

lu =1,66-10"2"kg
leV=16-10"1J

Formeln und Integrale (Bitte beachten Sie auch die Riickseite!)

exp (jkz) + exp (—jkx) =
exp (k) — exp (—jke) =

/ (sinaz)® dz —

/ (cosazx)® do =

/ sin ax cosar dx =

/:c(sin ar)’ do =

Fortsetzung umseitig!

2 cos (kx)
2j sin (kx)

1 1 .
—xr — — sin 2ax
2 4a

1
Ex + E sin 2ax

1 . 9
% (sinax)

1 1 1
ZxQ — Ex sin 2ax — @ cos 2ax
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