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1. Wellenfunktionen [7P]

a) Ein Teilchen der Masse m sei durch die Wellenfunktion t(z,t) = A - el(mz*/h)+it]
mit den positiven, reellen A und w beschrieben. Setzen Sie diese Wellenfunktion
in die Schrédingergleichung ein berechnen Sie das Potential V' (z), fiir welches die

Schrodingergleichung gelost werden kann! [2,5P)]

z2
Die Wellenfunktion eines Systems zur Zeit ¢ = 0 sei durch ¢(x,t =0) = e” 2.2 gegeben. Die
folgenden Teilaufgaben beziehen sich auf diese Wellenfunktion. Hinweis: Beachten Sie

die Formelsammlung am Ende der Klausur!

b) Normieren Sie diese Wellenfunktion! [1P]

c) Berechnen Sie die Ortsunschirfe Az = (22) - (z)* fiir die normierte
Wellenfunktion! [1,5P]

d) Berechnen Sie die Impulsunschirfe Ap = (p?) - (p)® fiir die normierte
Wellenfunktion! [1,5P|

e) Wie lautet die Heisenberg’sche Unschérferelation? Uberpriifen Sie deren Richtigkeit
fiir diese Wellenfunktion! [0,5P]
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2. Asymmetrischer Endlicher Potentialtopf [10P]

Gegeben sei folgendes Potential V' (z):

Vi fiir <0 (Bereich 1)
V(z) =10 fiir 0 <2 < d (Bereich 2)
Vo fir z > d (Bereich 3)
mit V5>V, >0 und d > 0.

a) Skizzieren Sie das gegebene Potential V' (x)! Achten Sie auf eine korrekte Achsenbe-
schriftung! [0,5P|

b) Skizzieren Sie im selben Diagramm die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten fiir
Elektronen der niedrigsten zwei gebundenen Zusténde mit Eigenenergien W < V!
Zeichnen Sie jeweils eine gestrichelte Linie ein, welche eine Aufenthaltswahrschein-
lichkeitsdichte von 0 markiert! [1,5P|

¢) Worin unterscheiden sich die Wellenfunktionen von Elektronen in Eigenzusténden
mit Energien W < V; und W > V5, beziiglich ihrer Anzahl und ihrer Form? Welche
Besonderheit ergibt sich im Vergleich zu einem unendlichen Potentialtopf fiir
die gebundenen Zustdnde innerhalb der Barriere und wie bezeichnet man den
resultierenden Effekt? Nennen Sie ein Beispiel aus der Praxis, wo dieser Effekt zum
Einsatz kommt! [2P|

Fir die Wellenfunktionen v;(x) in den drei Bereichen (i = 1,2,3) ergeben sich folgende

allgemeine Losungsanséatze:

Bereich 1: 1(x) = Aei*1® + Be-ikiz
Bereich 2: 1y(x) = Ceik2® + De-ikez
Bereich 3: 3(x) = Felks® + Fe-ikse

d) Geben Sie die Randbedingungen fiir die Losungen des Problems an! Keine Rech-
nung! [1P]

Fortsetzung auf Riickseite!
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e) Bestimmen Sie die Wellenzahlen &; (i = 1,2,3) in den Bereichen 1 bis 3! [1,5P]

f) Wir betrachten nun lediglich Elektronen in Eigenzusténden mit Energien W < V7.
Setzen Sie die Wellenzahlen aus Aufgabe e) in die allgemeinen Losungsansétze ein!

Wie dndern sich dadurch diese Losungsansétze? [1,5P)|

g) Das Potential im Bereich 1 sei nun V(z < 0) = 0. Damit betrachten wir eine
Potentialstufe der Hohe V5 an der Stelle x = d. Die Eigenenergie eines von links
auf die Potentialstufe eintreffendes Elektrons liege 0,5¢V unterhalb von V,. Wie
weit innerhalb der Barriere sinkt die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte dieses
Elektrons auf 50% seiner Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte am Rand der Stufe
(x =d)? |2P]
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3. Kristalle [9P]

a) Wie viele Atome befinden sich in der Einheitszelle eines kubisch-flachenzentrierten
(fce) Kristallgitters mit zweiatomiger Basis? Zeichnen Sie die Gitterpunkte inklusive
Basis eines solchen Kristallgitters in die vorgegebene Zeichnung ein! Die Basis

besteht aus zwei Atomen an den Stellen {(0,0,0), (a,3a,3a)}. [1,5P]

Abbildung 1: Vorlage fiir fce-Gitter

b) Wir betrachten einen Halbleiter entsprechend Aufgabe a), der in einem fce-Gitter

(mit Gitterkonstante a) mit zweiatomiger Basis kristallisiert. Er hat eine Dichte

von p = 2,336-% und eine molare Masse von M = 28,09-%.. Berechnen Sie die

Gitterkonstante a! [1P]

Das Leitungsband des Halbleiters ldsst sich im k-Raum im Bereich [-Z,Z] in der
Kristallrichtung (100) (zwischen I'- und X-Punkt) néherungsweise durch das Potential
Wi(k) = AW (2,5 - sin(0,5ka)) beschreiben. Das Valenzband wird durch das Potential

Wy (k) = -2AW(1+ 1,19sin(0,5ka)) beschrieben. AW sei 1eV.

c) Zeichnen Sie das Leitungsband W (k) und das Valenzband Wy (k) in das Dia-
gramm! [1P]

Fortsetzung auf Riickseite!
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Abbildung 2: Potentiale fiir Leitungsband Wy, (k) und Valenzband Wy (k)
d) Handelt es sich um einen indirekten oder direkten Halbleiter? Begriinden Sie! [1P]
e) Berechnen Sie die Bandliicke des Halbleiters! [1,5P|

f) Bestimmen Sie Gruppengeschwindigkeit v, und effektive Masse m. s eines Elektrons
im Leitungsband in Abhéngigkeit von a und AW! Bestimmen Sie dazu zunéchst
die partiellen Ableitungen 8W8Lk(k) und 82‘(;[/]52(’“) I'[2P]

g) Beschreiben Sie knapp und qualitativ, wie sich ein angelegtes elektrisches Feld (d.h.
eine konstante Kraft) auf das Verhalten des in Teilaufgabe f) beschriebenen Elektrons
auswirkt! Warum lésst sich diese Auswirkung durch eine einfache Strommessung
nicht iiberpriifen? [1P|
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4. Zustandsdichte und Fermi-Dirac-Verteilung [10P]

a)

b)

)

Beschreiben Sie, was man unter dem Begriff ,Zustandsdichte* versteht! Wie lautet
die Einheit der Zustandsdichte im 1D-Fall? [1P]

Leiten Sie die Zustandsdichte g;p (W) fiir einen eindimensionalen Quantendraht der
Lange L her! Die parabolische Ndaherung fiir das Leitungsband sei giiltig. Gehen Sie

von einem eindimensionalen k-Raum aus! [3P]

Die Leitungsbandkante W, in einem zweidimensionalen Halbleiter liege bei 1 V. Die

Zustandsdichte im Leitungsband eines zweidimensionalen Halbleiters lautet

m

g(W)ap = ?ZQ(W—Wn) n=1234,..

™ n

mit
Wn = Tl2 . WL
und
1 wenn W-W, >0

G(W_Wn):
0 wenn W-W, <0

Wir betrachten nun den Energiebereich zwischen 5,49 - W, und 5,51 - Wp. Welche
Flache muss der Halbleiter haben, damit es im genannten Energiebereich mindestens
1,69 - 10! Zusténde gibt? Es gelte m = m,. [3P]

Wie lautet die Formel fiir die Fermi-Dirac-Verteilung frp(W,T') und was beschreibt
diese? [1P|

Fiir welche Bedingung kann statt der Fermi-Dirac-Funktion die Boltzmann-

Verteilung verwendet werden? [0,5P]

Fortsetzung auf Riickseite!
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f) Wir gehen nun von einem intrinsischen dreidimensionalen Halbleiter mit glei-
chen effektiven Massen fiir Elektronen und Loécher bei Raumtemperatur aus.

Zeichnen Sie folgende Zusammenhénge in die dafiir vorgesehenen Schaubilder in
Abbildung 3: [1,5P]

e Energie tiber der Zustandsdichte fiir Elektronen und Locher g, (W) und gy (W)
e Energie iiber Fermi-Dirac-Verteilung frp (W)

e Energie iiber Ladungstriagerdichte n(WW) und p(W)

. .

W), gW) 0 W) n(W), p(W)

Abbildung 3: Energie {iber Zustandsdichte, Fermi-Dirac-Verteilung und Ladungstriagerdichte
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5. Intrinsische und dotierte Halbleiter [9P]

a) Berechnen Sie die intrinsische Ladungstragerkonzentration von Germanium bei
einer Temperatur von 300K. Die effektiven Zustandsdichten fiir das Leitungs- und
Valenzband sind Ny = 1,5-10%cm=3 und Ny = 6-108c¢m=3 (Hinweis: Germanium

absorbiert Licht bis zu einer Wellenldnge von A = 1,88um). [1,5P]

b) Nennen Sie zwei Dotierelemente, die prinzipiell als Akzeptoren in den Germanium-

kristall eingebracht werden kénnen! Wie nennt man diese Form der Dotierung?|1P]

c) In Abbildung 4 sind Lochkonzentrationen p in Abhéngigkeit der Temperatur ab-
gebildet. Ordnen Sie die beiden Kurven einem intrinsischen und einem dotierten
Halbleiter zu und unterteilen Sie den Verlauf in drei signifikante Bereiche! Beschrif-
ten Sie diese! [2,5P|
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Abbildung 4: Lochkonzentrationen im Valenzband in Abhéngigkeit von der Temperatur

Fortsetzung auf Riickseite!
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d)

Betrachten Sie nun einen mit Akzeptoren dotierten Germanium-Kristall mit einer
Akzeptorenkonzentration von ny = 10%e¢m=3 bei einer Temperatur von 300K. Alle
Akzeptoren seien ionisiert. Bestimmen Sie die Loch- und Elektronkonzentrationen

in einem solchen Kristall! [1,5P]

Die Ionisierungsenergie des Akzeptors im Germanium liege 10meV oberhalb des
Valenzbandes. Berechnen Sie die Lage des Ferminiveaus Wy relativ zum Akzeptor-
niveau Wy (Wgr — W4) und zum Valenzband Wy (Wp — Wy) und geben Sie diese

jeweils in eV an! [1,5P]

Berechnen Sie die Leitfahigkeit des dotierten Halbleiters! Die Beweglichkeit der

Locher und Elektronen ist jeweils y, = 103 C{}f und g, =4- 103%. [1P]
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6. Generation und Rekombination [9P]

a) Geben Sie die 1D-Kontinuitétsgleichung fiir Locher p an. Was besagt die
Kontinuitétsgleichung? [1P]

b) Wie veréndert sich die Kontinuitétsgleichung aus der vorherigen Teilaufgabe unter
der Annahme, dass kein duferes elektrisches Feld vorhanden ist (F = 0)? Geben Sie
nun die Kontinuitdtsgleichung fiir p in Abhéngigkeit von D,, g, und r, an, mit der
Ladungtragerdichte p fiir Locher, der Diffusionskonstante D,, der Generationsrate

g, und Rekombinationsrate r,! [1P]

Ein stark n-dotierter Halbleiter (mit Donatorenkonzentration np) wird bei Raum-
temperatur konstant beleuchtet, so dass im gesamten Halbleiter Elektron-Lochpaare
(2 Uberschussladungstriigerdichte Ap <« np) raumlich homogen mit der Generationsrate
gp erzeugt werden. Nehmen Sie fiir die Rekombinationsrate 7, = Ap/7, an, wobei 7, die
Lebensdauer der Elektron-Lochpaare ist. Weiterhin sei kein &uferes elektrisches Feld

angelegt.

c) Basierend auf den genannten Annahmen, leiten Sie aus einer vereinfachten Kon-
tinuitatsgleichung fiir Ap einen Ausdruck fir Ap in Abhéangigkeit von g, und 7,
ab![1P]

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 werde die Beleuchtung des Halbleiters schlagartig abgeschaltet.

d) Leiten Sie aus einer vereinfachten Kontinuitédtsgleichung fiir Ap eine Differential-
gleichung fiir Ap(t) fiir ¢t > 0 her! [1P]

e) Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf der Uberschussladungstrigerdichte Ap(t) fiir
t >0 durch Losen der Differentialgleichung aus Teilaufgabe d) und unter Beachtung
der Randbedingungen fiir Ap(t =0) und Ap(t - o0)! [1,5P]

Fortsetzung auf Riickseite!
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An den Oberflichen eines Kristalls tritt Rekombination verstarkt auf. Wir betrachten
nun den Einfluss von Oberflichenrekombination an der Grenzfliche bei z = 0 auf
die Lochkonzentration. In die anderen Raumrichtungen sei der Halbleiter unendlich
ausgedehnt. Die Rekombinationsrate im Halbleiter ist weiterhin r, = Ap(z)/7,. Es
liegt kein aufleres elektrisches Feld an. Wir betrachten nur den Fall der dauerhaften
Beleuchtung. Der Halbleiter erfihrt damit eine gleichmafige Generationrate g,. Die
Uberschusslochkonzentration Ap(z) ist allerdings aufgrund der Rekombination an der
Oberflache nicht mehr konstant.

f) Stellen Sie zunéchst die Kontinuitatsgleichung fiir Ap(x) unter Berticksichtigung der
neuen Annahmen auf! [0,5P]

Hinweis: Die Kontinuitatsgleichung hat jetzt die Form

9*Ap(x)

52 aAp(z) =-b

g) Weit weg von der Oberflache (fiir z — oo) hat die Oberfliche keinen Einfluss mehr
und es stellt sich eine konstante Lochkonzentration ein: Ap(z — oo) = ¢,7,. Die

Randbedingung an der Oberflache lautet aufgrund der verstarkten Rekombination:

D, 0Ap(x)
A = O = _p— xr=
mit der Rekombinationsgeschwindigkeit S.

Bestimmen Sie die Verteilung der Uberschusslochkonzentration Ap(z), indem
Sie die Kontinuitédtsgleichung aus der vorherigen Aufgabe losen! Skizzieren Sie
anschliefend die Uberschusslochkonzentration Ap(x) iiber den Ort ! [3P]

Gehen Sie folgendermafen vor:

e Stellen Sie einen Losungsansatz fiir die Kontinuitédtsgleichung geméf der For-

melsammlung am Ende der Klausur auf!

e Bestimmen bzw. eliminieren Sie die unbekannten Koeffizienten, in dem Sie zu-
ndchst die Randbedingung fiir Ap(x — oo0) und anschlieftend die Randbedingung

fir Ap(z =0) verwenden!
e Setzen Sie die Koeffizienten in den Losungsansatz ein und bestimmen Sie Ap(z)!

e Zeichnen Sie den Verlauf von Ap(z)!
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Konstanten
Planck’sches Wirkungsquantum A = 6,63-10734 Js
h = 2£=105-10"% Js
Avogadro-Konstante Ny = 6,02-10% mol ™!
Bohr’scher Radius apg = 5,29-10711 m
Elementarladung e = 1,6-10719 As
Atomare Masseneinheit u = 1,66-107%7 kg
Elektronenmasse me = 9,11-1073! kg
Protonenmasse m, = 1,67-10727 kg
Neutronenmasse m, = 1,67-107%7 kg
Dielektrizitétskonstante € = 8,.85-10712 As/Vm
Permeabilitatskonstante po = 4m-1077 Vs/Am
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ¢ = 3,0-108 m/s
Boltzmann-Konstante kg = 1,38-10723 J/K
Kreiszahl s = 3,14
Euler’sche Zahl e = 2,72
Imagindre Einheit J = V-1
Konversion von Einheiten
Atomare Masseneinheit — Kilogramm lu =1,66-10"2"kg
Elektronenvolt — Joule 1eV=1,6-10"19]J

Losung einer inhomogenen DGL 2. Ordnung

Die Losung einer inhomogene DGL 2. Ordnung der Form:
y"(x) - ay(z) = -b
setzt sich zusammen aus einer homogenen und einer partikuldaren Losung:
Y=Yn+Yp
Die homogene Losung y;, 16st die homogene DGL:
yn(x) = ayn(x) =0

und hat die Form:
yn(x) = Cre Ve 4 CheVor

Die partikuldre Losung y, berechnet sich zu:

WORE
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Formeln und Integrale
exp (jkx) +exp (—jkx)
exp (jkz) — exp (—jkz)
f (sinaz)® dz
[ (cosax)? dx

f sin ax cos ax dx

f z (sinaz)® dz

+00
2 ™
f e dr = —
—o00 a
+00 2
f ze ™ dr = 0
—00
+o00 1
a2 s
[ 22edr = —\/—
—o0 2a 'V a
+00 2
[ 22e7de = 0
— 00
2
x 2z
/x2eamdx —_ az(___2
a a

= 2cos (kx)
= 2jsin (kx)

1 1

= —x - —sin2Zax

2 4a

1 1 .
= —x+ —sinZax
2 4

a

L. 2
= %(smaa:)

1 1
4 4a
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Zx? - —xsin2ax - < Cos 2ax
8a

1 /=
2V a
1
2a
1 [m
da V a
1

2a2
n!
an+1

(a>0,n=0,1,2,..
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