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Name: Matrikel-Nr.:

1. Grundlagen der Quantenmechanik [7P]

a) Die Kaliumkathode einer Vakuumphotozelle werde mit monochromatischer UV-
Strahlung (A = 200 nm) bestrahlt. Berechnen Sie die kinetische Energie der aus-
geldsten Photoelektronen, wenn die Austrittsarbeit W, = 2,25 eV betréigt! Was sind
die Folgen einer Anderung der Strahlintensitit fiir die kinetische Energie und die

Anzahl der ausgelosten Photoelektronen? Begriinden Sie Thre Antwort! |2P]
b) Abbildung 1 zeigt schematisch den Aufbau des Doppelspaltexperiments mit Elek-

tronen. Skizzieren Sie die Auftreffwahrscheinlichkeiten fiir Elektronen! Was folgt
daraus fiir die Natur der Elektronen? [1P]

Elektronen-
kanone
> Auftreffwahr-
3 scheinlichkeit

Abbildung 1: Doppelspalt-Experiment

c) Wie grof ist die kinetische Energie eines freien Protons, wenn seine De-Broglie-
Wellenlédnge 0,6 nm betriagt? Gehen Sie von einem nicht-relativistischen Proton aus.
[1P]

Betrachten Sie fiir die folgenden Aufgabenteile d) und e) ein freies quantenmechanisches
Teilchen mit der Wellenfunktion

Y(w,t) = Aed(kz=wt)

d) Welche raumliche Abhéngigkeit ergibt sich fiir die Dichte der Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit |¢(x,t)[?? Erklidren Sie die physikalische Bedeutung Thres Ergebnisses!
[1P]

e) Bestimmen Sie den Erwartungswert der kinetischen Energie (W) fiir ¢ (z,t)! [2P]
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2. Potentialtopf und Potentialstufe [11P]

a) Skizzieren Sie einen endlichen Potentialtopf der Hohe Vj und Breite L fiir Elek-
tronen (im Topf sei V' = 0 und auferhalb V' = V4)! Achten Sie auf eine korrekte
Achsenbeschriftung! Zeichnen Sie zusitzlich die Wellenfunktionen (Realteil) von
zwei Eigenfunktionen mit Energien W > V4 und die Wellenfunktionen (Realteil) von

drei Eigenfunktionen mit den niedrigsten Energien W < V! [2P]

b) Worin unterscheiden sich die Wellenfunktionen fiir W > Vi und W < V4?7 [1P]

c) Zeigen Sie anhand einer Skizze, wie sich das Aussehen der Losungen fiir Vy — oo
verdndert. [1P]

Wir betrachten im Folgenden eine Potentialstufe der Form:

0 fiir >0 (Bereich I)

V(z) =
Vo fiir x <0 (Bereich IT)

mit V> 0. Von z = +00 kommend laufe eine ebene Welle mit der Energie W < Vj ein. Wir

wihlen fiir die Welle den folgenden mathematischen Ansatz:

Yi(x) = eJkz 4 reikiz (Bereich 1)

Yn(z) = teskuz (Bereich II)

mit 7 der Reflexions- und ¢ der Transmissionsamplitude (demnach hat der einlaufende
Anteil der Welle die Amplitude 1). Die Wellenzahlen in den Bereichen I und II ergeben

sich aus der Schrédingergleichung zu:

ky = =V 2mW (Bereich I)

ku= ji\/2m(Vo-W) = jrn (Bereich II)

d) Skizzieren Sie das Potential und achten Sie auf eine korrekte Achsenbeschriftung!
[0,5P]

Fortsetzung auf der Riickseite!
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e)

Beschreiben Sie stichwortartig das Verhalten an der Stelle x = 0, wenn man die Welle
entweder als (i) klassisches Teilchen oder als (ii) quantenmechanisches Teilchen

interpretiert! [1P|

Berechnen Sie mithilfe der Stetigkeitsbedingungen die Reflexions- und Transmissi-
onsamplituden in Abhéngigkeit der Wellenzahlen k; und kyy ! [2P|

In der Ubung wurde gezeigt, dass der Term ﬂim(w*(v@b)—(vw*)w) als eine
Teilchenstromdichte J interpretiert werden kann. Berechnen Sie diese fiir den
einlaufenden Anteil der Welle in Bereich I in Abhéngigkeit von W! [1P]

Es sei V) = 1,0eV. Betrachten Sie ein Elektron mit der Energie W = 0,9eV! Fiir die
Masse des Elektrons konnen Sie die freie Elektronenmasse annehmen. Berechnen
Sie das Verhéltnis P]; —, wobei Py die Wahrscheinlichkeit ist, mit der das Elektron
im ersten Angstrom der Barriere anzutreffen ist! Pgreg ist die Wahrscheinlichkeit,

mit der das Elektron im Rest der Barriere anzutreffen ist. Das Ergebnis ist als

Zahlenwert anzugeben! (Hinweis: Integrieren Sie geeignet iiber das Betragsquadrat
der Wellenfunktion!) [2,5P]
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3. Wasserstoffatom [9P]

a)

Das Wasserstoffatom kann durch ein Zweiteilchensystem (Elektron e und Kern K)
beschrieben werden. Die zugehorige Schrédingergleichung lésst sich wie folgt formu-

lieren:

h? h? e? 1 . .
(— A~ Ak - —)d}(re,TK) = Wap(7e,7k)
2Mmee 2mx dmeger

Kennzeichnen Sie, welcher Term im Rahmen der Born-Oppenheimer-Niherung

zunéchst vernachléssigt wird, und begriinden Sie, warum dies zuléssig ist! [1P]

Der quantenmechanische Zustand eines Elektrons im Wasserstoffatom lasst sich
durch die vier Quantenzahlen (n,l;m,s) beschreiben. Benennen Sie mindestens drei

der vier Quantenzahlen und erkldren Sie deren Bedeutung! [3P]

Die Wellenfunktionen fiir das Wasserstoffatom lassen sich iiber einen Separationsan-
satz in Kugelkoordinaten berechnen. Ein Zustand wird dabei iiber das Tupel (n,l,m)
rdumlicher Quantenzahlen definiert. Geben Sie die Wellenfunktion 1 des ersten
angeregten Zustands im s-Orbital in Abhéngigkeit vom Bohrschen Atomradius ay
und vom Kernabstand r an! Verwenden Sie dazu die unten angegebenen normierten
radialen Eigenfunktionen und Kugelflichenfunktionen, welche die Wellenfunktion
bestimmen! (Hinweis: Beachten Sie, dass s-Orbitale eine kugelsymmetrische Form

aufweisen!) |2P]

2bn,l,m = Rn,l(r))/l,m(e>¢)

n|l|m | Ry(r) Yim(0,0)
1[0|0 |2Ne™ 1=

2[00 |2New(1-2) | =

21110 %Ne*m %\/gcos(é?)

2 11| +1 %Ne‘m —\/;sm(e)em
21111 %Ne—ﬂf \/gsin(e)e‘jd’

3
2

mit N = (1)

nag

Fortsetzung auf der Riickseite!
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d) Berechnet man die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Wellenfunktion des
Grundzustands 1 oo so erhélt man den in Abbildung 2 dargestellten Verlauf {iber
2o Bestimmen Sie aus der Zeichnung néherungsweise das Verhéltnis = fiir den
wahrscheinlichsten Wert sowie fiir den Erwartungswert der radialen Wahrscheinlich-

keitsdichte! Warum unterscheiden sich diese voneinander? 2P|

radiale Wahrscheinlichkeitsdichte

\ 4

5~

Abbildung 2

e) Die Eigenenergien des Wasserstoff-Elektrons im Potential eines Protons lassen sich
zu W, = —WRyd# mit Wgyq = 13,6 eV und n = 1,2,... berechnen. Bestimmen Sie eine
von n abhéngige Formel zur Berechnung der Wellenlinge A der Strahlung, die bei

Ubergiingen der Balmer-Serie (Uberginge in Zustinde mit n = 2) emittiert wird!
[1P]
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4. Zustandsdichte und Fermi-Dirac-Verteilung [11P]

a) In Abbildung 3 sind vier Halbleiterstrukturen unterschiedlicher Dimensionalitit ab-
gebildet. Ein Volumen-Halbleiter (3-dimensional), ein Quantentopf (2-dimensional),
ein Quantendraht (1-dimensional) und ein Quantenpunkt (0-dimensional). Die zu
den Strukturen gehorigen Zustandsdichten g(1V') sind in Abbildung 4 a)-d) darge-
stellt. Ordnen Sie die Zustandsdichten a)-d) aus Abbildung 4 den jeweiligen Struk-
turen in Abbildung 3 zu! Nutzen Sie fiir eine eindeutige Zuordnung die Késtchen
unter den Strukturen in Abbildung 3! [1,5P]

Abbildung 3: Quantenstrukturen vier verschiedener Halbleiterstrukturen.

WA WA WA WA

Abbildung 4: Zustandsdichten g(W) vier verschiedener Halbleiterstrukturen.

Fortsetzung auf der Riickseite!
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b) Wie lautet die Formel fiir die Fermi-Dirac-Verteilung fep(W,T") und was beschreibt
diese? [1P|

¢) Fiir welche Félle kann statt der Fermi-Dirac-Funktion die Boltzmann-Verteilung

verwendet werden? [0,5P]

d) Wir gehen nun von einem intrinsischen dreidimensionalen Halbleiter mit glei-
chen effektiven Massen fiir Elektronen und Loécher bei Raumtemperatur aus.

Zeichnen Sie folgende Zusammenhénge in die dafiir vorgesehenen Schaubilder in
Abbildung 5: [1,5P]

e Energieabhéngige Zustandsdichte fiir Elektronen und Locher g, (W) und gy (W)

e Energieabhéngige Fermi-Dirac-Verteilung frp(W)

e Energieabhéngige Ladungstrigerdichte n(W) und p(W)

> > —>
9u(W), g.(W) f(W) n(W) p(W)

Abbildung 5: Koordinatensysteme fiir Aufgabe 4d)

Fortsetzung auf der nichsten Seite!
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e) Leiten Sie die Zustandsdichte g;p(W) fiir einen eindimensionalen Quantendraht

der Lénge L her! Die parabolische Naherung fiir das Leitungsband sei giiltig. [2,5P]

f) Die flichennormierte Zustandsdichte im Leitungsband eines zweidimensionalen
Halbleiters lautet

m
g(W)ap = W;Q(W—Wn) n=1234,..
mit )
W, = % eV
und

1 wenn W-W, >0
0 wenn W-W, <0

oW —W,,) =

e Zeichnen Sie g(W)yp in das vorgegebene Diagramm in Abbildung 6!

e Bei welcher Energie liegt der niedrigste mogliche Zustand im Leitungsband des
Halbleiters?

e Wir betrachten nun den Energiebereich zwischen 2,49 eV und 2,51 eV. Wie viele
Zustande sind in dem Halbleiter der Fliche A = 2mm? vorhanden? Es gelte
m =me. [4P]

A g(W),, /M
TTh
4 -
3 —
2 -
1F
| | | | | | | | | | | | N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M 12 W/eV

Abbildung 6: Vorlage fiir Zustandsdichte in 2D
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5. Kristalle und Halbleiter [8P]

a) Wir betrachten eine konventionelle Einheitszelle eines kubisch-flichenzentrierten

(fce-) Kristallgitters mit zweiatomiger Basis. [1P]
e Wie viele Atome werden zur Einheitszelle gezahlt?

e Welchem Kristallgitter entspricht das fce-Gitter im reziproken Raum?

b) Wir betrachten einen Festkorper entsprechend Aufgabe a), der in einem fee-Gitter
(mit Gitterkonstante a) mit zweiatomiger Basis kristallisiert. Er hat eine Dichte
von p = 2,336 gcm™3 und eine molare Masse von M= 28,09 gmol~!. Berechnen Sie
die Gitterkonstante a! [1P]

¢) Nennen Sie mindestens zwei charakteristische Eigenschaften eines Halbleiters! [1P]

Fortsetzung auf der Riickseite!
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f(kd)

— D WA WU Qo

In der Ubung haben Sie das Kronig-Penney-Modell kennen gelernt. Die Berechnungen
der Wellenfunktionen in diesem Modell fiihren zu einem Gleichungssystem, das nur
gelost werden kann, wenn seine Determinante null betrdgt. Ein dhnliches Modell mit
einem unterschiedlichen Potentialverlauf (hier nicht niher beschrieben) bringt ebenfalls
ein solches Gleichungssystem hervor. Fiir die Losbarkeit des Gleichungssystems muss

folgende Gleichung gelost werden:

dmD sin(kd)
h? kd

Diese Bedingung ist in der folgenden Abbildung graphisch dargestellt.

cos(Gd) = f(kd) = cos(kd) + (1)

12 L] L] L] L] L} L] L] L] L] L] L} L] L]
11
10

]

0 /2 T 3n/2 2m S5m/2 3m Tn/2 4m 9n/2  Sm 11w/2 6m 13w/2 Un
kd

Abbildung 7: f(kd) = cos(kd) + 9mP 50D iy dmD _ )

d) Kennzeichnen Sie im Graphen in Abbildung 7 die Bereiche fiir kd, in denen
Gleichung (1) analytisch gelost werden kann und somit eine Losung fiir das oben
genannte Gleichungssystem existiert! Hinweis: Beachten Sie den Wertebereich der
Cosinus-Funktion! [2P]

e) Bei welchen Werten fiir kd beginnt jeweils der Bereich, in dem keine Losung
existiert? Welchen Energiewerten entsprechen diese Werte? Gehen Sie fiir die
Bestimmung der Energiewerte zunéchst von der Dispersionsrelation des freien
Elektrons aus! [2P|

f) Wie werden in einem Banddiagramm die Bereiche genannt, in denen keine Ldsung
fiir Gleichung (1) existiert? [1P]
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6. Halbleiter im Nichtgleichgewicht [7P]

a) Geben Sie die Gleichung an, mit der Sie die Entwicklung der Ladungstrigerdich-
ten in Abhéngigkeit der verschiedenen Beitrige in Abbildung 8 berechnen kénnen!

Beschreiben Sie zusétzlich die Bedeutung der einzelnen Terme! [1,5P]

+ - —
n(X) — 1, gn | jn(x+dx)
——b—
X x+dx

Abbildung 8

b) Geben sie die allgemeinen formalen Zusammenhénge fiir Drift- und Diffusionsstrome

in drei Dimensionen an und beschreiben Sie jeweils deren Ursache! [2P]

Betrachten Sie fiir die folgenden Aufgabenteile ¢), d) und e) einen stark n-dotierten
Halbleiter (mit Donatorenkonzentration np) bei Raumtemperatur. Der Halblei-
ter wird konstant beleuchtet, so dass im gesamten Halbleiter Elektron-Lochpaare
(2 Uberschussladungstriigerdichte Ap <« np) raumlich homogen mit der Generationsrate
gp erzeugt werden. Nehmen Sie fiir die Rekombinationsrate r, = Ap/7, an, wobei 7, die
Lebensdauer der Elektron-Lochpaare ist. Weiterhin sei kein &duferes elektrisches Feld

angelegt.

c) Leiten Sie aus einer vereinfachten Kontinuititsgleichung fiir Ap einen Ausdruck fiir
Ap in Abhéngigkeit von g, und 7, ab! Beachten Sie hierbei die Annahmen aus der
Aufgabenstellung! [1P]

Zum Zeitpunkt t = 0 werde die Beleuchtung des Halbleiters schlagartig abgeschaltet.

d) Leiten Sie aus einer vereinfachten Kontinuitdtsgleichung fiir Ap eine Differential-
gleichung fiir Ap(t) fiir ¢t > 0 her! [1P]

e) Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf der Uberschussladungstrigerdichte Ap(t) fiir
t > 0 durch Losen der Differentialgleichung aus Teilaufgabe d) und unter Beachtung
der Randbedingungen fiir Ap(t =0) und Ap(t - c0)! [1,5P]

Seite 31



Seite 32



Name: Matrikel-Nr.:

Seite 33



Seite 34



Name: Matrikel-Nr.:

Seite 35



Seite 36



Name: Matrikel-Nr.:

Seite 37



Seite 38



Name:

Matrikel-Nr.:

Konstanten

Planck’sches Wirkungsquantum

Avogadro-Konstante
Bohr’scher Radius
Elementarladung
Atomare Masseneinheit
Elektronenmasse
Protonenmasse
Neutronenmasse
Dielektrizitatskonstante
Permeabilitdtskonstante
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
Boltzmann-Konstante
Kreiszahl

Euler’sche Zahl

Imagindre Einheit

Konversion von Einheiten

h
h
Na

Qo

Atomare Masseneinheit - Kilogramm

Elektronenvolt — Joule
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6,63 10734 Js

2 =1,05-1073* Js
6,02-1023 mol ™
5,29-10-11 m
1,6-10°19 As
1,66-10727 kg
9,11-10-31 kg
1,67-10727 kg
1,67-10727 kg

8,85 10712 As/Vm
41077 Vs/Am
3,0-108 m/s
1,38-10723 J/K
3,14

2,72

V1

lu =1,66-102"kg
1eV=1,6-10"19]

Fortsetzung auf Riickseite!



Formeln und Integrale
exp (jkx) +exp (—jkx)
exp (jkz) — exp (—jkz)
f (sinaz)® dz
[ (cosax)? dx

f sin ax cos ax dx

f z (sinaz)® dz

+00
2 ™
f e dr = —
—o00 a
+00 2
f ze ™ dr = 0
—00
+o00 1
a2 s
[ 22edr = —\/—
—o0 2a 'V a
+00 2
[ 22e7de = 0
— 00
2
x 2z
/x2eamdx —_ az(___2
a a

= 2cos (kx)
= 2jsin (kx)

1 1

= —x - —sin2Zax

2 4a

1 1 .
= —x+ —sinZax
2 4

a

L. 2
= %(smaa:)

1 1
4 4a
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. 1
Zx? - —xsin2ax - < Cos 2ax
8a

1 /=
2V a
1
2a
1 [m
da V a
1

2a2
n!
an+1

(a>0,n=0,1,2,..

)



