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1. Dispersion I

a) Skizzieren Sie die GAUSS-Funktion

) = e (-3 1)

oV 2w 2 o2

fiir p = 0, 0 = 1 sowie fiir p = 2, 0 = 4. Welche Bedeutung haben die beiden

Parameter?

Die Gauf-Funktion ist fir u = 0 und ¢ = 1 (blauer Graph, durchgezogene Li-
nie) und p = 2 und o = 4 (brauner Graph, gestrichelte Linie) skizziert. Die
o-Umgebungen um den Mittelwert p sind fiir beide Graphen eingezeichnet. Der
Parameter o bestimmt die Breite der Glockenfunktion. Bei dieser Definition der
Standardabweichung erhélt man die volle Halbwertsbereite (FWHM) itibrigens tiber
FWHM= 2v/In20.

b) Was bedeutet der Begriff 'Dispersion’ in Zusammenhang mit Wellenpaketen?

Als Dispersion bezeichnet man allgemein die Frequenzabhéngigkeit der Phasenge-
schwindigkeit v,, = w/k einer bestimmten Welle. Zeigt eine Welle in einer bestimm-
ten Situation Dispersion, so verdndert sich die Breite eines Wellenpakets bestehend
aus Wellen dieser Art mit der Zeit. Auch dieses Phidnomen bezeichnet man haufig
als Dispersion, obwohl es streng genommen eine Folge der Dispersion im oben ge-
nannten Sinn ist. Zeigen Wellen in einem bestimmten Medium keine Dispersion, so
tritt der Effekt des Zerfliekens eines Wellenpakets nicht auf. In diesem Fall ist die
Gruppengeschwindigkeit gleich der Phasengeschwindigkeit.

c) Was bezeichnet man als Dispersionsrelation? Wie sehen die Dispersionsrelationen

fiir ein freies Elektron sowie fiir ein Photon im Vakuum aus?
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Als Dispersionsrelation wird meistens die Abhangigkeit der Kreisfrequenz w von der
Wellenzahl k (oder dem Wellenvektor k) bezeichnet, also w(k). Da auch die Propor-
tionalitdt W = hw gilt, kann man die Dispersionsrelation immer auch als Abhangig-
keit der Energie W von der Wellenzahl darstellen. Fiir jede Welle in jedem Medium
ldsst sich eine solche Relation aufstellen und aus ihrer genauen Form folgen viele
FEigenschaften dieser Welle. Die Dispersionsrelation fiir eine Lichtwelle/ein Photon

kennen wir bereits aus Felder und Wellen als

w(k) = ck (2)

mit der Lichtgeschwindigkeit c. Diese beschreibt also auch die Phasengeschwindigkeit

vpn = w/k = c und ist fiir das Photon im Vakuum frequenzunabhéingig.

Fiir das freie Elektron im Vakuum erhielten wir dagegen

hk?

2m’

w(k) (3)

Die Phasengeschwindigkeit ergibt sich nun zu vy, = % Man erkennt, dass sich Elek-
tronen mit grofser Wellenzahl, d.h. mit kurzer Wellenldnge, schneller fortbewegen,
Elektronen mit kleiner Wellenzahl, d.h. grofsem \, langsamer. Auch fiir Wasserwel-
len, Erdbebenwellen und so weiter lassen sich entsprechende Dispersionsrelationen

angeben.

Berechnen Sie die Gruppengeschwindigkeit vg fiir das freie quantenmechanische

Elektron und ein Vakuum-Photon.

Die Gruppengeschwindigkeit v ldsst sich berechnen iiber

_ Ow(k)
Vg = ok . (4)

Somit erhalten wir fiir ein Photon vg = ¢ = vp, und fiir das freie Elektron vg =

fn—k = 2vpn. Die Gruppengeschwindigkeit ist beim freien Elektron also grofer als die

Phasengeschwindigkeit.

2. Fourier-Transformation der GAuUSss-Funktion

Die folgenden Gleichungen definieren eine Fourier-Transformation:

a)

400 400
g<k>=¢% / f(@)e * de g@:% / F(t)e =t

L[ ket _ LT e
fla) = / o ()= / o)

Zeigen Sie, dak die Fourier-Transformation einer GAUSS-Funktion f(z) = exp(—ax?)
mit a > 0 wieder eine GAUSS-Funktion ergibt (Hinweis: Quadratische Ergénzung im

Exponenten).
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Gausspuls const.

Der konstante Term kann aus dem Integral gezogen werden. Der verbleibende
Term stellt einen nach links verschobenen Gaufpuls dar. Das Integral iiber die ge-
samte x-Achse entspricht dem eines nicht verschobenen Gaufspulses. Formal kann
man die Substitution u = x + jk/2a vornehmen, wobei diese mit dem Residu-

ensatz zu begriinden ist. Das resultierende Integral ergibt sich nach Bronstein zu
[ exp(—au?) du = \/7/a. Wir erhalten also:

gk) = —=[—e @ =[5-e (6)

In der Ultra-Kurzzeitspektroskopie kommen gepulste Laser mit einer Pulsldnge von
wenigen Femtosekunden zum FEinsatz. Schitzen Sie die spektrale Breite Av eines
GAuUss-Pulses f(t) o exp(—ﬁ) mit einer halben Breite von At = 10 fs ab.
Vergleichen Sie hierzu die Fourier-Transformierte von f(¢) mit einem GAUSs-Puls

im Frequenzraum g(w) o exp(—ﬁ).

—+00

9(w) ft)e 7 dt (7)

+00 £2 )
g(w) x / e 2an% e IWtt

o0

Wofiir wir mit dem Ergebnis von Aufgabenteil a) erhalten:

U_)2
g(w) oc em 2B L o Taiaa (8)

Aus dem Vergleich der beiden Gauifs-Pulse folgt unmittelbar:

1
oder mit w = 27v:
1
1
= Av 5 AT ,6-10° Hz 6 THz
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Beachten Sie bitte, dass die obige Gleichung fiir die Unschédrfe von Energie (bzw.
Frequenz) und Zeit in diesem Fall aus der vorgegebenen Definition des Gaul-Pulses
im Frequenzraum entstanden ist. Die allgemeine Ableitung fiir Energie und Zeit ist
etwas schwieriger (wenn auch durchaus durchfiihrbar), da es keinen ’Zeitoperator’
in der Standardquantentheorie gibt. Fiihrt man die Herleitung sauber durch, ergibt
sich eine Unschérferelation analog zur Orts-Impuls-Unschérfe wie sie in der Vorlesung
eingefiihrt wurde: At AE > g

Eine etwas a]lgemeinere Bemerkung noch zur Gréfse der Unschérfe - die Werte, die
Sie dort finden (z.B. 3, in anderen Quellen vielleicht auch einfach nur h), hdngen
von der genauen Definition (sowohl physikalisch als auch mathematisch) der Stan-
dardabweichung ab. Lassen Sie sich also nicht irritieren, wenn Sie in der Literatur
oder sogar innerhalb dieser Vorlesungsreihe manchmal andere Vorfaktoren in den
Unschéarfeungleichungen finden. Entscheidend ist tiblicherweise die Grékenordnung,

nicht das exakte mathematische Ergebnis.

3. Dispersion 11

a)

Als Dispersionsparameter bezeichnet man den Ausdruck 8 = 1/2 - 9%*w/9k?. Berech-
nen Sie J fiir die beiden Teilchen aus Aufgabe 1d).

Der Dispersionsparameter fiir das Photon ist gleich Null, fiir das freie Elektron folgt
g = h/2m.
Entwickeln Sie w(k) um eine feste Wellenzahl kq. Brechen Sie die Entwicklung nach

dem quadratischen Term ab und benutzen Sie die Ausdriicke aus den Aufgaben 1d)

und 3a), um die Ableitungen zu ersetzen.

Die geforderte Taylor-Reihe ergibt sich zu:

(k)

‘ 1 0%w(k)
Ok lk=ko

(k ko) + 5| (k= ko) +OG) (1)

~ w<k0) + Ug(k — ko) + B(k — /{0)2

w(k) = w(ke) +

Betrachten Sie folgendes GAUSSsche Wellenpaket:

@/;(k:, t) = Cexp (—a (k— ko)z) exp (—jw(k)t) (12)

Hier sind C und « positive Konstanten. Setzen Sie die Entwicklung bis zum quadra-
tischen Glied aus der letzten Aufgabe fiir w(k) ein. Nun leiten Sie den Ausdruck fiir
die Wellenfunktion im Ortsraum ¢ (z, t) durch Fourier-Transformation des Wellen-
pakets ¢ (k, t) her.

Wir haben die Fourier-Transformation definiert zu:

W(x, t) \/ﬁ/ U(k, t)exp (jkz)dk (13)
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Nun setzen wir das in der Aufgabenstellung definierte Qﬂ(k, t) sowie die Entwicklung

fiir w(k) in diese Formel ein und erhalten:

v ) = / exp (—a (k — ko)) (14)
cexp (—j(w(ko) + va(k — ko) + B(k — ko)*)t) exp (jkz)dk

;:;0 \/ﬂ/ exp( ak )
exp< j(w(ko) + vk + BE?) ) - exp (j(/}—i-k:o)x)dl}

Hier haben wir k = k — ko substituiert. Umsortieren der Terme und nachfolgendes

Herausziehen der nicht von der Wellenzahl abhéngigen Teile ergibt:

(e, 1) = exp (j(kox — w(ko)t)) (15)

exp </§;2( — jBt) + jk(x — th))dk

./_Zexp(—(aJrjﬁt) (k2+jk(—vf;t)>)d/%

Diesem Integral kann man, wie in Aufgabe 2a), mit einer quadratischen Ergdnzung
beikommen. Diese fiihrt erneut auf ein Integral vom Typ [~ _exp(—au®) du = \/7/a,
wobei a = « + jft ist. Abschliefsend erhalten wir:

C' exp (j (kox — w(ko)t)) (x — vgt)?
V2 Navgm P (_4(oe +J’ﬁt)> 10)

d) Berechnen Sie die Aufenthaltswahrscheinlichkeit p fiir das Wellenpaket. Falls Sie die

vorige Aufgabe nicht 16sen konnten, verwenden Sie:

bz, 1) =

_ C exp (J (kor —w(ko)t)) e [ (x — vgt)?
o 0= G e () W

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit berechnet man iiber p(x, t) = ¢*(x, t)¥(z, t).

damit wird der komplex-exponentielle Anteil zu Eins und der gesamte Ausdruck zu:

_lep 1 alz — vet).
o= e (i)
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)

Was kann man iiber die Form des Wellenpakets aus Aufgabe 3d) sagen? Geben Sie
den Ausdruck fiir die Breite des Wellenpakets an. Welchen fundamentalen Unter-
schied konnen Sie zwischen dem Wellenpaket des freien Elektrons und des Photons

erkennen?

Bei dem Ausdruck aus Aufgabenteil 3d) handelt es sich um ein Gaufisches Wellenpa-
ket im Ortsraum. Man identifiziert den Term vqt als Mittelwert. Der Mittelwert ist
folglich zeitabhédngig mit der Proportionalitdtskonstante vg. Der Schwerpunkt des
Wellenpakets bewegt sich also zeitlich mit der Geschwindigkeit vg. Das entspricht
genau der Aussage, die wir tliber die Gruppengeschwindigkeit gemacht haben.

Die Breite des Pakets zeigt ebenfalls eine Zeitabhdngigkeit und wird zu Ax =
\/m. Das bedeutet, dass auch die Breite des Pakets sich in der Zeit
andert. Konkret wird in unserem Fall die Breite immer grofer, da der Zeit-Term
durch die quadratische Abhéngigkeit immer positiv ist. Somit zerflielst unser Wel-
lenpaket mit der Zeit.

Die bisherigen Ausfiihrungen enthalten noch keine Aussage iiber die Art der betrach-
teten Welle. Mit den Ergebnissen aus Aufgabenteil 3a) kénnen wir einige Schlussfol-
gerungen fiir das Photon und das freie Elektron machen. Im ersten Fall war § = 0,
die Breite des Pakets wird fiir das Photon somit zeitunabhéingig. Fiir das Elektron
erhielten wir = h/2m. Wellenpakete, die freie Elektronen beschreiben, zerflielien

somit immer.

Entnehmen Sie dem Ausdruck aus Aufgabe 3c) die Breite der Wellenfunktion im k-
Raum. Setzen Sie diesen und die Breite im Ortsraum aus dem letzten Aufgabenteil
in die Unschéarferelation ein. Zeigen Sie, dass diese fiir ein freies Elektron fiir alle

Zeiten erfillt ist.

Wie in der letzten Aufgabe erwihnt, betrédgt die Breite des Wellenpakets im Orts-
raum Az = y/(a? + %t?)/a. Aus dem Betragsquadrat der Funktion O(k, t) aus
Aufgabenteil 3c) erhilt man fiir die Breite im k-Raum Ak = 1/(2+/«). Mit der Be-
ziehung p = hk folgt fiir die Breite der Impuls-Verteilung Ak = h/2+/a. Somit wird

das Produkt aus Orts- und Impulsunscharfe:

ok (@) R [ pe
AmAp—2\/a o =3 1+ " (19)

Im letzten Ausdruck ist der Wurzel-Term fiir alle Zeiten grofser als 1, woraus AxAp >

h/2 folgt, was ja in der Unschérferelation verlangt wird.
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