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Stand der Dinge

ZEIT

16.05.2014

U-Blatt 2

Karlsruher Institut fur Technologie

1 Grundlagen der Quantenmechanik
1.1 Einleitung
1.2 Historisches
1.3 Die Schrédinger-Gleichung
1.4 Das freie quantenmechanische Elektron
1.5 Quantenmechanische Erwartungswerte

2 Elektronische Zustande
2.1 Die zeitunabhangige Schrodingergleichung
2.2 Der unendlich hohe Potentialtopf
2 3 Der endliche Potentialtopf
" 2.4 Potentialbarrieren
2.5 Eigentliche und uneigentliche Zustande
2.6 Quantenmechanische Messungen

Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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Wiederholung ﬂ(".

B Welle-Teilchen-Dualismus

® de Broglie Beziehung

® Unscharferelation

ApA >h

B Zeitabhangige Schrodinger-Gleichung

w20 _gwien = (-2 s ven weon
— = xt)=——z=+V(xt x,t
dt ’ 2m dx? ' '
6 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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Karlsruher Institut fur Technologie

A2 a) Das freie Elektron

In einem Elektronenmikroskop werden Elektronen mit einer de-Broglie
Wellenlange von A= 10-''m verwendet. Welche kinetische Energie
besitzt ein einzelnes Elektron? Die nicht-relativistische Naherung sei

gultig!

® Ansatz: Impuls des Elektrons Uber de Broglie-Beziehung bestimmen.

1 2 (h/2)?
Wetmpr = 2 W = 1504 kev
2 2m 2m,

e

7 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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A2 b) Das freie Elektron ﬂ(".

Karlsruher Institut fur Technologie

Berechnen sie die Phasengeschwindigkeit v, und die
Gruppengeschwindigkeit v fir Photonen und Elektronen.

dw

| : = —
Ansatz v, Y

w

® Photonen:

Wppoton (K) = Ck > Uph = Vg = C

® Elektronen:

REZ _hk | hk
2m, Vph = 2m Ve = m.

e

wElektron (k) =

http://www.chemagapedia.de/vsengine/viu/vsc/de/ch/13/viu/spektroskopie/theorie/dispersi
on.viu/Page/vsc/de/ch/13/pc/spektroskopie/theorie/dispersion/disp6.vscml.html

8 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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A2 c) Das freie Elektron

Berechnen Sie mit Hilfe des Impulsoperators den Impulserwartungswert

(p(t)) und das Impulserwartungswertquadrat (p2(t)) fir ein freies
Elektron. Bestimmen Sie damit die Unschéarfe des Impulses

Ap = (B*(6)) — (B(D)2.

Was folgt daraus Uber die Unscharferelation fir die Ortsunschéarfe Ax?

9 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustéande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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Einschub: Quantenmechanischer Operator

Karlsruher Institut fur Technologie

® Physikalische MessgréRen (Observablen) werden in der QM durch
einen hermiteschen Operatoren beschrieben

W Beispiele:

=D

Ortsoperator:

® Der Erwartungswert eines Operators A berechnet sich zu:

Impulsoperator:

(A) =

[W*(x, ) AW (x, t)dx

[W*(x, )P (x, t)dx

16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustéande - 2. Ubung
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Karlsruher Institut fur Technologie

A2 c) Das freie Elektron

Berechnen Sie mit Hilfe des Impulsoperators den Impulserwartungswert

(p(t)) und das Impulserwartungswertquadrat (p2(t)) fir ein freies
Elektron. Bestimmen Sie damit die Unschéarfe des Impulses

Ap = (B*(6)) — (B(D)2.

Was folgt daraus Uber die Unscharferelation fir die Ortsunschéarfe Ax?

B Wellenfunktion eines freien Elektrons:

Ebene Welle = Y(x,t) = Aexp(j(kx — a)t))

® Impulsoperator: p=—jh—

11 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)

Festkorperelektronik



A2 c) Das freie Elektron ﬂ(".

® 1. Berechnen von (p):

[®*(x, )p¥P(x, dx J ¥ (x, t)( ]hi )Lp(x; t)dx

(p) = [W*(x, ¥ (x, tdx J ¥ (x, W (x, t)dx

® Ableitung von ¥ nach x:

aaerxp(](kx — wt)) = jkAexp(j(kx — wt)) = jkW(x,t)

N () = [ W (x,t)(—j2hk) W (x,t)dx - [ @ ()W (xt)dx -
p (o @ovEnde e xowtodx
12 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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A2 c) Das freie Elektron ﬂ(".

B 2. Berechnen von (p?):

2
o fq;*(x’ t)ﬁzlll(x, t)dx fLIJ (X t) ( )LP(X t)dx
P = T 09 dx ¥ (x, t)tp(x, t)dx
® 2fache Ableitung von ¥ nach x:
aZ
P — Aexp(j(kx — wt)) = —k?Aexp(j(kx — wt)) = —k*¥(x, t)
Y*(x, t)W(x, t)dx
> (p\Z) — R2)2 f — H2)2
[W*(x, )W (x, t)dx
13 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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A2 c) Das freie Elektron ﬂ(".

Karlsruher Institut fur Technologie

® 3. Berechnen von Ap:

Ap = (P2(t)) — (P(t))? = A2k — (hk)2 =0

® Unschérferelation: ApAx > —

> Ax — o

14 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
Festkorperelektronik



A4 Parabolisches Potential ﬂ(".

® Beispiel: Lennard-Jones Potential

4 V(T‘)

15 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
Festkorperelektronik



A4 a) Parabolisches Potential ﬂ(".

® Zeitunabhéangige Schrddingergleichung:

Operator potentielle

Energie
_ h 02
HY(x,t) = —5—=5=5+ V) |¥P(x,t) = W¥(x,t)
2mox -
: ' : Energie-Eigenwert
Operator kinetische
Energie
B Potentielle Energie: 1 2..2
gie. V(x) = =mw?x
2
16 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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A4 a) Parabolisches Potential ﬂ(".

® Eigenfunktionen:

- Co x?
C, X x2 qJO h \/_Eexp <— Z_bz)
an:ﬁHn(E)eXp<_W> — .
\ c{ X X
Hermitesche Polynome - lpl = ﬁ 2 E 2492 (_ 2_b2>

mt b= |—
maw
® Eigenwerte: 1
W, =ho(n+=
2
17 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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A4 b) Parabolisches Potential

18

W

Unendlicher Potentialtopf
® abwechselnd gerade-ungerade
® Grundzustand gerade

® Knoten an Randern

16.05.2014

Harmonischer Oszillator
® abwechselnd gerade-u
® Grundzustand gerade

ngerade

B Keine Knoten an Randern

Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung

Festkorperelektronik
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http://www.math.jhu.edu/~jrm/vander/stable/TPTest.html

A4 b) Parabolisches Potential Q(IT

Unendlicher Potentialtopf Harmonischer Oszillator

o (£) 02 (n+3)
a — | = [ — ol
W diskret W diskret
® Abstand proportional zu (2n+1) ® Jquidistant AW — hw
® Grundzustandsenergie: ® Grundzustandsenergie:

2 2
Wl:QR—m(%) >0 WOI%TLw>O

19 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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A4 c) Parabolisches Potential ﬂ(".

W LOst ¥, die Schrodinger-Gleichung?

_ hr9* 1 \[c¢ x?
H'Ifo(x,t)= —ﬁﬁ+zmw X \/—Bexp _W

®m 2fache Ableitung von ¥, nach x:

0% 1 x? A

— Y, t) = -5+ |¥xt b= |—

0x? (1) < b? b4> o, t) mw

W Losen:
_ h? [ mw mfex?\ 1 hw
HY,(x,t) = — — + : + —mw?x? |¥,(x, t) = —W¥,(x,t)
2m h h 2 | 2
Energie-Eigenwert
20 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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A4 c) Parabolisches Potential ﬂ(".

W LOst ¥, die Schrodinger-Gleichung?

B (x.t) = h? 62+1 2 2)[ S0, % x?
=\ T omaxz T2 I\ TP\ T 22

® 2fache Ableitung von ¥, nach x:

2 3 xZ A
— Y. xt)=|—-—5+=5|¥xt b= |—
a2 F 1 t) ( b2 b4> (% t) ma
W Losen:
_ % [ 3mw mfe?x?\ 1 3hw
HY (x,t) =| ——| — + - + —mw?x? |¥,(x,t) = —¥,(x,t)
2m h h 2 L 2 |
Energie-Eigenwert
21 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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A4 c) Parabolisches Potential ﬂ(".

® Allgemeines Vorgehen:

Energie-Eigenwert

Operator potentielle
Energie

~ h 072
H‘Pn(x, t) = —%ﬁ + V(x) ‘Pn(x, t) = Wn‘P(x, t)

[ | J
|
Operator kinetische
Energie

Eigenfunktion

22 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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A4 d) Parabolisches Potential ﬂ(".

Berechnen Sie den Erwartungswert der kin. Energie im Grundzustand.

1 x? ’ A
Normierter Grundzustand:| ¥ e —~ p( sz) mit b —

® Operator der kinetischen Energie:

N A% 0%

it 2m 0x?

® Erwartungswert der kinetischen Energie:

P W o(x, t)dx
(Wian) = [W,*(x, )W,y (x, t)dx

~ 1
- j Wy e, DWWy, )dx = 5 ho

23 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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A4 e) Parabolisches Potential ﬂ(".

Berechnen Sie den Erwartungswert der pot. Energie im Grundzustand.

B Gesamtenergie berechnet sich aus der Summer der kinetischen und
der potentiellen Energie:

. 1
® Kinetischen Energie: | (W, ) =~ hw |; Gesamtenergie: | (W) = - ho

> potentielle Energie: | (W) = —hw

24 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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A6 a)+b) Potentialtopf mit endlich hohen Wanden ﬂ(".

Vo

A
A

-

ﬁ%/

—

il

i

16.05.2014

s
./_
-/

R

/—__
\ Gebundene Zustande:

-L/2

L/2

Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung
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Ungebundene Zustande:
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— unendlich ausgedehnt

— diskrete Energien
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A6 a)+b) Potentialtopf mit endlich hohen Wanden ﬂ(".

L/2

Vo I |

Y(x) = ATelk* + A=eJkx

V(x)

hZ

. \/m(w + V)

26 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung
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A6 c) Potentialtopf mit endlich hohen Wanden ﬂ(".

'y
w
-L/2, L/2_ W, (x) = AKX + Be®:
| [ 1] e
V(x)—1—"—--- W,(x) = Ee™* + FO*
.V0

® Randbedingungen: A=F=0

qj1(_L/2) — qu(_L/z) qu(L/Z) - 'P3(L/2)
qﬂl(_L/z) - 111’2(—[,/2) qﬂz(L/Z) - l‘U,3(L/2)
27 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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A6 c) Potentialtopf mit endlich hohen Wanden ﬂ(".

Be_KlL/z . CBijL/Z 4 De‘szL/Z

BKle—KlL/Z — —CjkzeszL/Z + Djkze—jkzL/Z

Ce=Jk.L/2 4 Deik,l/2 — Fo—KsL/2

—Cjkye™ /a2 + Djk,e/aH2 = —Excze™/2

-L/2 L/2
[ | ]|

® 4 unabhangige Gleichung & 4 Konstanten:
- l6sbares Gleichungssystem

V(x) .....

http://phet.colorado.edu/en/simulation/bound-states
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Festkorperelektronik


http://phet.colorado.edu/en/simulation/bound-states
http://phet.colorado.edu/en/simulation/bound-states
http://phet.colorado.edu/en/simulation/bound-states
http://phet.colorado.edu/en/simulation/bound-states

A7 a) Stuckweise konstantes Potential ﬂ(".

® Gegeben sei das Potential:

(o : x <0 Bereichl
0 :0<x<a Bereichll

Voia<x<b Bereichlll
\ o : x=>b BereichlV

Vo(x) =<

Skizzieren Sie den Potentialverlauf!

29 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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A7 a) Stuckweise konstantes Potential

® Gegeben sei das Potential:

16.05.2014

Karlsruher Institut fur Technologie

(o : x <0 Bereichl
0 :0<x<a Bereichll

Voia<x<b Bereichlll
\ o : x=>b BereichlV

Vo(x) =<

V(x) 4
ol ® @

Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung
Festkorperelektronik
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A7 b) Stuckweise konstantes Potential ﬂ(".

Bestimmen Sie die Energie-EW eines Teilchens mit der Energie W > V,,

V(x) &
W

® Bereichl &1V Vo -

Y. (x)=W¥,(x)=0 | > x

a b

® Bereich ll

W, (x) = AeJ** + Be Jk:* k, = +/2mW /h?
® Bereich Il

W,(x) = Celk* + DeJks* ky =+ 2m(W —V,)/h2

31 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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A7 b) Stuckweise konstantes Potential ﬂ(".

Bestimmen Sie die Energie-EW eines Teilchens mit der Energie W > V,,

® Randbedingungen: Vix) A
w.,(0) =0
W
Vo -1
D=5 ORTOREEORINT
| >
V. (a) =¥'5(a) 2 °
w,(b) =0
® 4 unabhangige Gleichung & 4 Konstanten:
—> l6sbares Gleichungssystem
32 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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A7 b) Stuckweise konstantes Potential ﬂ(".

V(x) 4
Y,(0) =0=A4e/%°+Be /%9 =4+B - B=-A
> W,(x) = A(e/** — e /k*) = 2jAsin(k,x) Vo 4
1 | s 3
' ORIORER OB ®
- — — I P X
KZ a ll
Yy(b) =0 = Ce/%P + De™ /NP —» D = —Cel?HsP
N l_Ij3(x) — C(ejk3x _ ej2k3be—jk3x)
Y. (x) = Celksb (e/ks(x=D) — g=jk;(x=D)) = l2jCeJk3blsin(k3(x — b))
K3
33 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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A7 b) Stuckweise konstantes Potential ﬂ(".

Y,(x) = K,sin(k,x) Y.(x) = K3sin(k3(x — b))

V(x) 4
VY,(a) = ¥;(a) -
Vo T
K,sin(k,a) = K;sin(ks(a — b)) ® “@ I. () ' *I@
b F
Y'(a) = '1”'3(61) -
K,k,cos(k,a) = Kskscos(ks(a — b))
1 1
—tan(k,a) = —tan(kg(a — b))
k, k.,
34 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung Lichttechnisches Institut (LTI)
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A7 b) Stuckweise konstantes Potential

1 1
—tan(k,a) = —tan(ky(a — b)) V() 4
k, k,
k, tan(k,a)
- = Vo 1T
k; tan(ks(a — b)) ORIO. DO
— —» X

®m Mit k,=+2mW/h2 und k;=+2m(W —V,)/h?

wo tan(\/ZmW/hza)
j W=Vo)  tan(y2mW —Vy)/R?(a - b))

® Nicht analytisch losbar!

35 16.05.2014 Quantenmechanische Erwartungswerte & Elektronische Zustande - 2. Ubung
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Aufgabentypen/Losungsmethoden in der QM
Losungen der zeitunabhéangigen Schrodingergleichung Q(IT

1. Aufstellen/Auswerten des Ausdrucks fiir das Potential V(x)

2. Das Problem in verschiedene Gebiete mit jeweils konstantem
Potential aufteilen

3. Fur jeden Bereich ebenen Wellen ansetzen:
u(x)  =Atexp(+ikx) +Aexp(-kx)
Yiaa(X) =Brexp(+ki,x) +Bexp(k,.X) | etc.
4. Rand- und Nebenbedingungen aufstellen
1. Im Unendlichen

2. An endlichen Spriingen gelten
die Stetigkeitsbedingungen

Wi(Xo)= Wis1(Xo)

Vi(X0)= ¥ir1(Xo) — : : P
5. Einsetzen und Auswerten der W, V
Rand- und Nebenbedingungen | I Il : PV

6. Erhaltenes Gleichungssystem l6sen

V(X)
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Zusammenfassende Fragen ﬂ(".

® Was sind Operatoren in der Quantenmechanik? Welche kennen Sie?
® Wie berechnet man einen quantenmechanischen Erwartungswert?
® Warum ist der unendliche Potentialtopf ein hilfreiches Modell?

® Was sind Gemeinsamkeiten und Unterschiede der Losung des
unendlichen Potentialtopfs und des Potentials eines harmonischen
Oszillators?

® Welche wichtigen Aspekte der Quantenmechanik zeigen sich am
Modellsystem des endlichen Potentialtopfs?

B Wie I6st man Probleme mit stiickweise konstanten Potentialen?
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