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1. Bloch-Oszillationen

Das Leitungsband in Silizium lésst sich im Bereich [~Z, 2] in der Kristallrichtung (100)
(zwischen I'- und X-Punkt) néherungsweise durch das Potential W (k) = 25X (1 + cos ka)
mit AW = 2eV beschreiben.

a) Berechnen Sie die Geschwindigkeit v und die effektive Masse mg des Elektrons bei
k=0, k=% und k = . im angegebenen Kristallpotential. Wir bestimmen zunéchst
die partiellen Ableitungen von W(k).

A
Wi(k) = TW(1+coska)
Q_W = —GAW sin ka
ok
>PwW _a2AW cos k
ok 2 ¢
Daraus folgt:
_low _aAWS, i
"Thok — T an M
(Men) ™ = LW @AW cos k
Tl TR T T am ¢
Einsetzen der gegebenen k-Werte liefert somit:
k | W(k) v(k) | (me(k))™ Meg(k)
0 2ev 0 AV 2 — 23510 kg
| lev | —22W = g8 25.10°% 0 00
Tl 0eV 0 +EAW | 2 — 19 3510 kg
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b) Skizzieren Sie W (k), v(k) und meg(k).
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Bloch-Oszillationen

Nun werde ein elektrisches Feld angelegt, das auf die Elektronen eine Kraft F' ausiibt.
Zeigen Sie, dass hiernach die Elektronen-Geschwindigkeit und der Elektronen-Ort
zeitlich oszillieren (Bloch-Oszillationen).

Wie im Skript hergeleitet gilt

dk
F=h— 1
o (1)

Integrieren dieser Gleichung liefert bei zeitlich konstanter Kraft und bei Wahl von
to =0:

Ft
—=k—k
3 0
Ft
k(t) = ko + —
(t) = ko + 5

Damit folgt fiir die Geschwindigkeit:
aAW . aAW . Ft
v(t) = — 57 Sin k(t)a = — 57 Sin (a (k;o + ?)) (2)

Entsprechend gilt fiir den Ort x = xo + [ vdt, erneut mit to = 0:

(t) = @0 + Az—?v <cos (a <k0 + %)) — cos (ak0)> (3)

Anhand der Gleichungen 2 und 3 sieht man, dass die Geschwindigkeit und der Ort

des Elektrons zeitlich oszillieren.

Warum flieft dann ein Strom bei angelegtem elektrischen Feld? Berechnen Sie dazu

aus der Beweglichkeit ¢ = 1300 cm?V~'s~! der Elektronen in Silizium die mittlere
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Streuzeit 7, verwenden Sie als Abschétzung fiir die effektive Masse der Elektro-
nen den Wert 0.32mg. Vergleichen Sie diese Streuzeit mit einer Bloch-Oszillations-

Periode fiir eine Feldstéirke von 10° V/m.

Benutzen Sie:
10W 1 1 0°W er

ROk me ROk T g
Die Gitterkonstante betrigt ag; = 5.43 A.

v

Zunéachst berechnen wir die Streuzeit der Elektronen im Kristall:

p=-0 = B 937107185 (4)

Mefr €0

Im Vergleich dazu betrachten wir die Periode der Bloch-Oszillation. Dazu benutzen wir die
Ergebnisse aus den vorherigen Aufgabenteilen. Die Gleichungen 2 und 3 sind abhéngig
von dem Argument a (k:o + %) Der Vergleich mit einem phasenverschobenen Cosinus,

cos(wt + @), liefert
alf" 2w

h T
Die Blochoszillationsperiode betragt dann mit F' = egF:

()

w =

B 2mh B 21h

T 2"
al" aegE

=76-10""%s (6)

Die Periode der Blochoszillation ist also mehr als 30-mal linger als die Streuzeit. Da-
mit werden fast immer Streuungen verhindern, dass das Elektron eine Blochoszillation

ausfiihrt. Es kann also ein gerichteter Strom fliefsen.

2. Kronig-Penney-Modell

Bisher haben wir nur qualitative Aussagen iiber das Entstehen der Bandstruktur gemacht.
Eine Moglichkeit, quantitative Aussagen zu machen, bietet das Kronig-Penney-Modell.
Hier wird das periodische Potential im eindimensionalen Kristall durch ein Rechteckprofil
angenahert (Abbildung 1).

Vo

M A B A

Ort der Atomkerne

Abb. 1: Potentialverlauf im Kronig-Penney-Modell
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a)

Geben Sie den Ansatz fiir ein Elektron als Blochwelle im Kristall an. Welche Eigen-
schaften haben die Bestandteile des Bloch-Ansatzes?

Der Blochansatz besteht aus einer ebenen Welle moduliert mit einem Term, der die
Periode des Gitters hat. In unserem Fall schreiben wir also fiir die Wellenfunktion
Y(r) = u(z)e’*™ mit u(z + a) = u(x).

Nun betrachten Sie eine Einheitszelle des Kristalls (—¢ < x < b). Setzen Sie den An-
satz aus a) fiir die beiden Bereiche konstanten Potentials in die Schrodingergleichung
ein. Leiten Sie ab, vereinfachen Sie die Gleichung und fiihren Sie die Abkiirzungen
k1 =/ (2mW/h2) und Ky = \/(2m(Vy — W)/h2) ein.

Wir betrachten eine FEinheitszelle unseres Potentials bestehend aus zwei Gebieten
mit konstantem Potential. Im Gebiet I mit —c < x < 0 ist V(x) =V}, die Schrédin-

gergleichung lautet also:

h 0%
~ % 922 (z) + Voy(z) = Wip(x) (7)

Setzen wir nun den Bloch-Ansatz hier ein und differenzieren nach der Produktregel,

so erhalten wir:

h? 4 . . .
5 (v ()™ + 2jku (x)e™ — KP*u(z)e’™) = (W — Vo)u(z)e’™ (8)
Wir kénnen den Exponentialterm ausklammern und mit —2ﬁ—m multiplizieren und
umsortieren, so folgt:
" 10 2 2m
u'(@) + 2jku(2) — (k° + o5 (Vo = W))u(z) =0 (9)
Mit der oben eingefiihrten Abkiirzung folgt weiterhin:
u”(z) + 25ku’ (z) — (K* + k3)u(z) =0 (10)

Fiir das Gebiet II im Bereich 0 < x < b kommen wir in gleicher Weise auf:
u"(z) + 25k (2) — (K* — K3)u(z) =0 (11)

Finden Sie in den beiden Gebieten Losungsansétze fiir die Differentialgleichungen.

In beiden Fiéllen handelt es sich um homogene Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten. Diese 16sen wir nach den entsprechenden Regeln
zum Losen einer solchen DGL, z.B. entsprechend des Gelben Rechenbuchs, Band
3, S. 49. Zunéchst bestimmen wir das charakteristische Polynom, in welchem alle
Ableitungen durch entsprechende Potenzen von \ ersetzt werden. Wir erhalten die
quadratische Gleichung

N+ 25kN — k3 — K> = 0. (12)

Wir erhalten die Nullstellen zu

Az = —jk k2 4 k2 R = k. (13)
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Mit Hilfe des Fundamentalsystems
eMT e (14)
finden wir den Lésungsansatz
up(z) = AeM® + Be*2® = Aelr2mik)e o Be-(matiklz (15)

In gleicher Weise kann man die Gleichung fiir das Gebiet II Iosen. Hier finden wir:

— Na.a = =gk R R = = e g, (17)
woraus die Losung
unt(z) = Ce™" + DeM* = Cel™ =7 4 Demitmth) (18)

folgt.

Stellen Sie die Gleichungen zur Bestimmung der in den im letzten Aufgabenteil
gefundenen Losungen auftretenden Konstanten mit Hilfe der Stetigkeitsbedingungen

und der Periodizitat der Bloch-Funktionen auf.

Gleichungen 15 und 18 enthalten mit A, B, C, und D noch vier unbekannte Parame-
ter. Es gilt also nun entsprechend vier Randbedingungen aufzustellen. Zunéchst miis-
sen am Punkt x = 0 die Wellenfunktionen stetig differenzierbar sein (ur(0) = u;;(0)
und u}(0) = u;;(0)), daraus folgt:

A+B = C+D (19)
(k2 — jk)A = (k2 + jk)B = j(k1 —k)C — j(k1 + k)D (20)

Aufserdem fordern wir aufgrund der Periodizitit der Bloch-Funktion, dass die Funk-
tion und ihre erste Ableitung am Punkt x = —c die gleichen Werte haben wie am
Punkt x = b, also uj(—c) = urr(b) und uj(—c) = uy;(b). Einsetzten von ur und uy

liefert:

Ae~(r2=ik)e 4 Belratikie (21)
— Celm—kb L pe—ilkitk)b
(kg — jk)Ae~(R2=ik)e _ (1) 4 jk) Belratike (22)

= j(r1 = k)C R0 — (k) 4 k) De I mHhe

Das aus den Randbedingungen folgende Gleichungssystem ist wie iiblich nur 16sbar,

falls seine Determinante A verschwindet. In diesem Fall ergibt sich:

2 _ .2
A = j8k kgel* <cos (ka) — f2 — M1

sinh (kac) sin (k1) — cosh (kac) cos (/ﬁb))>

R1k2
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Werten Sie die Bedingung A = 0 aus, indem Sie nach k& auflésen und zusétz-
lich flir k; und ko die mit Vj erweiterten Ausdricke x; = (Z%Vl%) und

Ko = mlo (1 — W) einsetzen. Sie sollten am Ende eine Gleichung der Form
R Vo

k= %arccos (L (%)) erhalten, wobei L eine Funktion ist.

Aus der Forderung A = 0 folgt direkt, dass der Term in der Klammer des Ausdrucks

fiir die Determinante verschwinden muss.

2 _ 2
cos (ka) — % sinh (kac) sin (k10) — cosh (kac) cos (k1) = 0 (23)

Das Resubstituieren der erweiterten Ausdriicke fiir k1 und ko fiihrt auf:

1-2W/V, . 2mVj W . 2mVy W
cos (ka) — NI DE sinh <\/ 72 (1 - v())c) sin ( 72 vob) (24)

2mVy W 2mVo W
— cosh (\/ 72 (1 — 70> c) Cos ( 2 70b> =0

Diese Gleichung kann nach k aufgelost werden und der gewiinschte Ausdruck k =
%arccos (L (%)) ist gefunden:

—larccos L 2W/Vo sin 2mVo —E c | sin QmVOE
T (2\/(W/V())—(W/V0)2 h(\/ (! V)> ( e vob> 29)

2mVj w 2mVy W
+ cosh <\/ 2 <1 — 70) c) cos ( 2 7()()))

f) In Abbildung 2 ist die Funktion L (%) fiir ein Verhaltnis der Léngen ¢ und b von

¢/b = 0.1 und fiir 2"1‘{‘5{’2 = 36 (hiermit wird die Hohe des Potentials V; festgelegt)

aufgetragen. Beachten Sie, dass nicht L iiber W/V; aufgetragen ist, sondern W/,

iiber L. Mit Hilfe des Ergebnisses aus dem letzten Aufgabenteil konnen Sie nun in

der Abbildung die Bildung von Béndern und Bandliicken visualisieren.
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Abb. 2: Zeichnerische Losung zum Kronig-Penney-Modell
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Der Schliissel zur Lésung liegt in der Betrachtung des Wertebereichs des Arcus-
Cosinus. Als Umkehrfunktion des Cosinus liefert er nur reelle Werte fiir k, falls
sein Argument zwischen —1 und 1 liegt. Fiir die tibrigen Werte wird der Arcus-
Cosinus imagindr und damit auch die Propagationskonstante fiir die ebene Welle in
der Losung ¢(z). Damit erhalten wir eine exponentiell abfallende Welle, die im Kris-
tall nicht propagieren kann. Die Energiebereiche, in denen das der Fall ist, kénnen
zeichnerisch ermittelt werden. Dazu muss man lediglich bei den Werten —1 und +1
senkrechte Linien in das Diagramm 2 einfligen. Zwischen diesen nimmt die Funktion
L(W/Vy) Werte zwischen —1 und +1 an, die auf reelle Wellenzahlen fiihren. Man
sieht, dass fiir einige Energiebereiche keine reellen Lésungen existieren, dieses sind
die Bandliicken des Kristalls. Zwischen diesen Liicken kann die Forderung erfiillt

werden, es existieren hier propagierende Losungen.
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