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Stand der Dinge ﬂ(".

Institut fur Technologie

Grundlagen der Quantenphysik
Elektronische Zustande

Vom Wasserstoffatom zum
Periodensystem der Elemente

. Elektronen im Kristall
5. Halbleiter

6. Quantenstatistik flr
Ladungstrager

7. Dotierte Halbleiter

8. Ladungstragerdynamik im
Halbleiter

ZEIT 9. Der pn-Ubergang
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Stand der Dinge ﬂ(".

Institut fur Technologie

1 Grundlagen der Quantenmechanik

2 Elektronische Zustande
2.1 Die zeitunabhangige Schrodingergleichung
2.2 Der unendlich hohe Potentialtopf
2.3 Der endliche Potentialtopf
2.4 Potentialbarrieren
2.5 Eigentliche und uneigentliche Zustande
2.6 Quantenmechanische Messungen

3 Vom Wasserstoffatom zum Periodensystem
(J-Blatt 3 der Elemente
» 3.1 Quantenmechanische Probleme in 3D

ZEIT
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Wiederholung

® Operatoren

® Bekannte Operatoren:

X=X

Ort

Impuls

® Erwartungswert eines Operators

SKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

h? 0%

2m 0x?

+ V(x,t)

Energie ,Hamiltonian*

() = S (o, ) A (x, t)dx
[ (e, P (x, t)dx
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SKIT

Wiederholung

® Normierung
® Normierte Wellenfunktion

Y(x,t)
J J ¥+ (x, )P (x, £)dx

Yn (x) =

® Vereinfachter Erwartungswert

(/T) = f v (x, ) Ay, (x, t)dx
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Wiederholung ﬂ(".

Institut fur Technologie

® Dichte der Aufenthaltswahrscheinlichkeit:

p(x,t) =P (x, OY(x, t) = [P(x,t)|*

j 0 P = f 0 (D, D = 1

® Ergibt p Uber Ort integriert eins, gilt: im betrachteten Raum muss
das Teilchen existieren

® Eigentlicher Zustand
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9

Wiederholung

B Zeitabhangige Schrddingergleichung

Lo t) N
jh Py Hy(x,t) =

2

hZ
<—%@ + V(x, t)) 1/)(x, t)

® Zeitunabhangige Schrodingergleichung

2 0 2
Wl/)(x, t) = Hl/)(x, t) = (- %@ + V(X)) 1/)(x, t)
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Wiederholung

® Unendlicher Potentialtopf

_EQ T 2 2
Wn—m(z) n

W1 %(%)2 >0

® Harmonisches Potential

W
Wy, = Tw (n + 3) \ P
1 i /\\/\\//\/J\
. \ ;
n=0 /71\
N
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Wdh.: Endlicher und unendlicher ﬂ(".
Quantenpotentialtopf

Eigen-Funktionen
W /

X

Wellenfunktionen ,ragen” auch in
Energie-Eigenwerte W, verbotene Bereiche,
Aufenthaltswahrscheinlichkeit

(Iwl?)
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Al Reflexion an Potentialstufe und
Tunneleffekt ﬂ(".

Betrachten Sie die Potentialstufe

0, x <0
Vo) = {Vo, x>0

Ein Elektron der Energie W, laufe als Welle von links gegen diese
Barriere. Betrachten Sie im Folgenden immer die beiden Falle W, <V,
und W, > V,,.
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Al a) Reflexion an Potentialstufe und
Tunneleffekt ﬂ(".

Skizzieren Sie das Potential
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Al b) Reflexion an Potentialstufe und
Tunneleffekt ﬂ(".

ut fur Technologie

Bestimmen Sie die Wellenzahl k des Elektrons in den Bereichen x <0
und x = 0.

® Ansatz mit ebenen Wellen:

Vis
(I) () = Ae’™® 4 BeF1Z  fyer V(z)=0 wf——
(I1) () = Ce™* fuer V(z) =V
® Aus SGL folgt: e
() —v2y =Wy (11) ( V24V )) =Wy
= ki ;\W = ks %\/Zm W —W)

® Fallunterscheidung im Bereich (ll):

(1) Vo<W, ky= —\/3??1 W — V)
(IT)
Q) Vo>W, ky= F;" V2m(Vy — W) =: jq
1
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Al c) Reflexion an Potentialstufe und
Tunneleffekt ﬂ(".

Nehmen Sie eine von links einlaufende Welle y,;,,(x) = e/** an.
Bestimmen Sie die Reflexions- und Transmissionsamplituden r und t in
Abhangigkeit der Wellenzahlen.

® Fall (1) Vo < W
® Ansatz:
Y, (x) = /8% + re T8 X und Y, (x) = te/k*

V(z)

Stetigkeit der Welle in x=0: x=0
' / — ¢/ (7) 1+ =

(1)  1(0) 11(0) 3 v | |

(1) 1(0) = ¥p(0) (@) Jjki—jkir = jkot
| ki —ky
' " Et R

— ke — ko 2,

t —1+r=1+

ki + ko N k1 + ko
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Al c) Reflexion an Potentialstufe und
Tunneleffekt ﬂ(".

® Fall(2) Vy > W,

® Ansatz: y;(x) = e/%* + re /%% und Y (x) = telkX

mit k,= jq aus Teilaufgabe b) folgt y;;(x) = te™7*

Stetigkeit der Welle in x=0:

. / / T = jkl + Q’
(2) ¥1(0) =n(0) ; T gk —q
(46) 1(0) = (0) , g qydta 2k

jki—q  jki—q
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Al d) Reflexion an Potentialstufe und
Tunneleffekt ﬂ(".
Durch J = ZJLm W (Vy) — (Vy*)y) lasst sich eine Teilchenstromdichte

definieren. Obwohl in der Aufgabenstellung nicht danach gefragt
wurde, betrachten wir zunachst die guantenmechanische

Kontinuitatsgleichung etwas genauer.

® Ansatz: Kontinuitatsgleichung (E-Dynamik) — Erhaltungssatz fir
elektrische Ladung

Stromdichte

0 P
—p+div]=0

Ladungsdichte
at W

® Teilchenanzahl: Wahrscheinlichkeitsdichte | p = *y | statt
Ladungsdichte und J aus Aufgabenstellung

(9(1/)*1,0) . h x * . Keine Teilchen werden
ot N dej_m (Eb (\71,0) B (V Y )l/)) =0 erzeugt oder vernichtet

Lichttechnisches Institut (LTI)
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Al d) Reflexion an Potentialstufe und
Tunneleffekt ﬂ(".

® Aus Grinden der Ubersichtlichkeit schreiben wir i statt ¥ (x, t) und V statt

V(x,t) alp R H2 92
Thoy =¥ = (‘%@”)‘/’

® 1. Schritt: SGL fur ¥ mit Y* sowie SGL adjungieren und mit y» multiplizieren
oy 1 _ op* -1 _
—=—H 1 = H*y* 2
adt jh v 1) dt jh v (2)
o 1.~ : oy -1 _ ‘
e =Y (19 n jhl/)Hl/J (2)

W 2. Schritt: (1) + (29

® 3. Schritt: Produktregel

S @)+ (W Y —pAY*) = 0
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Al d) Reflexion an Potentialstufe und AT

Tunneleffekt

® 4. Schritt: H und H*einsetzen

a * ] 1T TT*,0,%)
W Y) + 2 (W Hp — pAP") = 0

2

A=—-—V2+V =0
2m

A 4

d h
a(lp 1P)+2].—m(¢ Vey —yYV=yp*) =0

® 5. Schritt: erweitern und verallgemeinerte Produktregel anwenden

0 h
5e W) + 5o QTR+ TYTY’ = TYTYT — y7y) = 0

Teilchenstromdichte, besser
Wahrscheinlichkeitsstromdichte

\ 4

d h
SE W) + 5 VT — v = 0

A

19

»,QM-Kontinuitatsgleichung®

a . * *\ __
= (") + div o — (VY — YY) = 0

\ h

2]
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Al d) Reflexion an Potentialstufe und
Tunneleffekt ﬂ(".

Durch J = Zjlm W*(Vy) — (VyY*)y) lasst sich eine Teilchenstromdichte

definieren. Berechnen Sie diese flr die einlaufenden, reflektierten und
transmittierten Teilchen und Uberprifen Sie deren Einhaltung.

Ansatz: Yo (x) = e/ ¥ Y. (x) = re T%* P, (x) = tel**

h |
JD — —E( —Jklx(jgt E.JL.I.I') _( jﬂ- e ;Ll.r) jklyf)
29m
h Fk’-l
29m Gk + Jk1) = m
hk
gy ==l
m
H; ) ]
Ji i fir Vo<W,
m
J = 0, da ¥v*=v¢ fir V3>W,
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Al d) Reflexion an Potentialstufe und
Tunneleffekt ﬂ(".

Institut fur Technologie

® Einsetzenin j, + J. = J, zeigt, dass der Teilchenstrom erhalten ist:

® Fall (1) Vp < W, :
hk, hk hky
Jo+dy—Jp = L e 2y

m m m
. o — ko \ 2k ’
= E JE:]_ — ﬁi’-l gl] zlu — J'EZ’--Z : =0
m ki + ks ki + ko

® Fall (2) Vy > W.:

ﬁ-kl ﬁ-ﬁfl

fotJr=Jdi = mm =0
hk ik +ql°

— 51(1‘31 1 )[}
m jki —q
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Al e) Reflexion an Potentialstufe und
Tunneleffekt ﬂ(".

Vergleichen Sie die Ergebnisse mit einem ,klassischen Elektron als
Teilchen®.

Quantenmechanisch Klassisch

Reflexion an Potentialstufe Reflexion an Potentialstufe
kann in Potentialstufe eindringen
(Aufenthaltswahrscheinlichkeit nimmt
exponentiell mit Eindringtiefe ab)

kann nicht in Potentialstufe eindringen

oberhalb der Potentialstufe keine Reflexion,
Teilchen wiirde durch das hohere Potential
nur langsamer werden

auch oberhalb der Potentialstufe Reflexion

Ausbildung einer stehenden Welle vor der
Barriere aufgrund der Reflexion, auch wenn
Vo<W

Klassisch nicht erklarbar, wenn V,<W
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Al f) Reflexion an Potentialstufe und
Tunneleffekt ﬂ(".

Eine Elektronen-Welle mit der Energie 0,6 eV trifft eine unendliche
dicke Potentialbarriere der Hohe 1,1 eV. Ist es wahrscheinlicher das
Elektron im ersten Angstrom der Barriere zu finden oder weiter
innerhalb der Barriere?

Vem(Vo — W)

® Ansatz: ¢ =te 9 mit ¢ = ;
)

=3.62-10" m~!

® Wahrscheinlichkeiten

"o L2 o 2 _ —2qx 2 1 —2qx |70 ’t|2
D= [ pPde = | R = ey = S
0 0

(e720m0 1)
—2q —2q

) ) i
Prest = f v *dr = / o200 dr = |7 ——[e 7207 | = - (—em2%)
xr T —2q _

To To

—2qxoy __ -
> Pl :B | l:—l—|—€+2qIO:1,UG
Pl-{est _e_zqfﬂo
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Al g) Reflexion an Potentialstufe und

Karlsruher Institut fur Technologie

Tunneleffekt
0 x <0 Bereich |
Sei nun V(%) Vo 0<x<d Bereichll
0 d<x Bereich Il

Was andert sich gegeniber dem vorhergehenden Fall? Stellen Sie mit
Hilfe geeigneter Randbedingungen ein Gleichungssystem auf.

® Ansatz fur Vy > W, or(x) =
yn(z) =
Yi(z) =
B Stetigkeitsbedingungen:
(1) ¥1(0) = +¥u(0)
(2) ¥1(0) = ¥p(0) —
(3) Yuld) = ¥ml(d)
(4) Yp(d) = Pi(d)

24 03.06.2016
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cjk:r: T ,r,c—jkm

Ce 9% + De*

Lo Fe

(1) 1+ =C+ D

(2) jk — jkr = —qC +¢D
(3) Ce 4 4 Detd — telkd

(4) —qCe™ 9% 4 gDet%  — jktej’“d
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Al g) Reflexion an Potentialstufe und
Tunneleffekt ﬂ(".

® Simulation zur Veranschaulichung
B http://phet.colorado.edu/en/simulation/qguantum-tunneling

Patential
= Tolal Energy = Poteniia Energy _ B ibfT,",’im e

T Show energy values

- Show reflechion and
~ transmission probabiliies

Electron Wave Funciion view

Wirealparl m—

Dl imaginary pat ==

T magnitude s

Energy (eV)

Tiphase O10M &

i 3 Direchon of incaming wawe:

_— =) -
T
i

Electron Wave Funclion form

==

1@ wave packet

1 ' + : f 3 i O plane wae
\ave patet properies:
Initzl widh o 0.5nm
0
01 10 20 30 40
Initial gosition: 2.0 nm

Wave Function

4 4 0 4 8§ R

= o

Probability Density

[ Make Quanum Measurement Position (nm)
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Al g) Reflexion an Potentialstufe und
Tunneleffekt ﬂ(".

® Anwendungen des Tunneleffekts

® Rastertunnelmikroskop

® Flash-Speicher

CONTROL GATE

SOURCE : i DRAIN
FLOATING GATE

Verstarker
(& 200 V)

3

Wandler

— Spannung €4 Strom
(1 mV 710 pA)

Probe
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A2 a) Harmonischer Oszillator in 2D und 3D ﬂ(".

Fur den zweidimensionalen harmonischen Oszillator sieht der
Hamilton-Operator wie folgt aus:
H . ﬁx + ﬁ32’ 1 222 1 252
=T + Emwxx + Emwyy
mit den Ortskoordinaten x und vy.

Stellen Sie die stationare Schrodingergleichung fir das Problem auf.

® Stationdre Schrodingergleichung:  Hy = W)

® Impulsoperator: Ortsoperator:
: 0 A L 0 - -
Px=—]ha Py=_1h$ X=x y=y
® Es folgt:
(B b )+ Emetette )+ Smatyo, ) = Wt o)
2m (9.’1)2 0y2 YL, y 2mw$$ w T,y 2mwyy WL, Y) — Y\L, Y
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A2 b) Harmonischer Oszillator in 2D und 3D ﬂ(".

Machen Sie einen Produktansatz der Form ¥ (x,y) = f(x)g(y) und
zeigen Sie, wie sich die Gleichung aus a) mit Hilfe dieses Ansatzes
|6sen lasst.

® Ansatz in SGL einsetzen:

h? 92 92 ., . 1
5 (axz + (‘9y2) F@)aly)+gmeia” (@)g(y)+ gmey”f@)gly) = W @)g(y)
B Klammer auflosen:

h? o> h* > 1 1
—5—9 )@ (2)=5~f() 9 ——9(y )+§mw§x2f(w)g(y>+§mw§y2f(w)g(y) =W f(z)g(y)
® Durch f(x)g(y) teilen:

o1 02 Y1 92 1 5, 1 _w
3 F(a) 89::2f($) " 2m9) 8y29(y) g mwr” - Emwyy "
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A2 b) Harmonischer Oszillator in 2D und 3D ﬂ(".

W Separation der Variablen:

W0 )+ Rt f) = W p ()
5 2 T 2mwx.ﬂt ) =W,f(x
h? 07 1

o W)+ e oly) = Wygly

Problem auf den 1D-Oszillator zurlickgefihrt = aus U2 bekannt.
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A2 c) Harmonischer Oszillator in 2D und 3D ﬂ(“.

Institut fur Technologie

Wie sehen die Eigenenergien und Eigenfunktionen des
zweidimensionalen Oszillators aus?

® Fir den 1D-Oszillator aus Ubung 2 galt:
W, = hw (n -+ %)

® Fir den 2D-Oszillator galt die Zurickfihrung auf zwei 1D-Oszillatoren:

he 02 1 2 9 7
h 02 1

Yo L0202 W
S Oygg(y) +omwyytg(y) = Wyg(y)
® Uberlagerung der Eigenenergien aus den Teillésungen:

—> W =W,+ W, =hw,(ny +1/2) + hwy(n, +1/2)
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A2 c) Harmonischer Oszillator in 2D und 3D ﬂ(".

® Anmerkungen zum Separationsansatz

® Stationare Schrodingergleichung: ﬁw(x,y) = Wi(x,y)

W; sind die Eigenwerte zu den Eigenfunktionen y;

® Allgemeines Vorgehen:

A

Hi(ey) = (Ho ot H,) a0,

= ﬁx’t,i'x% + ﬁyw’l’l/)y

= 1y (I:—Tm'lp;c) + Wy, (ﬁylpy)
sy (W) + 6 (W)
= (VV;U + M/y)wxwy

= Wi,

31 03.06.2016 Tunneleffekt und Schrédingergleichung in 3D - 3. Ubung Festkérperelektronik Lichttechnisches Institut (LTI)



A2 c) Harmonischer Oszillator in 2D und 3D ﬂ(".

® Berechnung der Eigenfunktionen:

® Erinnerung 1D harmonischer Oszillator: Hermitesche Polynome
2

w — C, H (x) X
n -~ \/B n b €Xp 2b2
® Ansatz:
Y(x,y) = f(x)g(y) mit f(x) und g(y) als Losungen des 1D-Oszillators

® |n 2D folgt dann:

2 2
CnazCn €T o ey atres
Wi, y) = f(r)g(y) = Y o) Hopy (- )e ( & )
b, b, b, by

mit

__ [/_h _ /_h
by = mwx’by_ muy
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A2 d) Harmonischer Oszillator in 2D und 3D

SKIT

ut fur Technologie

Nun sel w, = w,. Erlautern Sie den Begriff ,Entartung von

Energieniveaus* am Beispiel des zweidimensionalen Oszillators.

33

Won, = W, + W, = ho (nx + ;) + hw (ny 1) ho(ny +ny, + 1)

Beispiel Entartung:

Wi, =W+ W, =hw(l+2+1) =4hw > Eigenfunktion y, ,(x,y)
Wi =W, +W; = hw(2+ 1+ 1) = 4hw > Eigenfunktion ¥, 1 (x, y)

Der Energieeigenwert 4iw kann nicht mehr eindeutig einer

Wellenfunktion zugeordnet werden

03.06.2016 Tunneleffekt und Schrodingergleichung in 3D - 3. Ubung Festkorperelektronik
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A2 e) Harmonischer Oszillator in 2D und 3D

Karlsruher

Institut fur Technologie

Energieeigenwerte?

Stellen Sie den Ausdruck fur den Hamiltonoperator des harmonischen
Oszillators in drei Dimensionen auf. Wie lauten hier die

® Erinnerung 1D:

® Erinnerung 2D:

® [ 6sung 3D:
H =

pi+P3 | 1 a2, 1 N
—2 4 ~mwik? + -mwjyH*
om | 2 2

H
W = Wy + Wy = ooy (n, +3) + ooy (ny +3)

Pz + D5 +0; 1 1 1

2m

1 1 1
W=Wx+Wy+WZ=ha)x(nx+—>+hwy<ny+—>+hwz(nz+—>
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Karlsruher

Zusammenfassende Fragen

® Wie wird ein Elektron an einer Potentialstufe reflektiert und

transmittiert?

® Was ist der Tunneleffekt, wie l0se ich quantenmechanische Probleme
zum Tunneleffekt und in welchen Anwendungen wird der Tunneleffekt

ausgenutzt?

® Wie kann ich guantenmechanische 2D- und 3D-Probleme auf einfache

1D-Probleme Ubertragen?
® Wie wende ich den Separationsansatz an?
® Was ist ein harmonischer Oszillator (klassisch & quantenmechanisch)?

® Weitere Lernziele werden in den Tutorien vermittelt
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Anklndigungen ﬂ(".

Institut fur Technologie

® Tutorien zur 3. Ubung: 6. —10. Juni 2016
® Lgsungen zur 3. Ubung: 3. Juni 2016
® Nachste Ubung (U4): 16. Juni 2016
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