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1. Reflexion an Potentialstufe und Tunneleffekt

Betrachten Sie die Potentialstufe

V() 0 : <0 Bereich 1
X =
0 Vo : 220 Bereich 11

Ein Elektron der Energie W, laufe als Welle von links gegen diese Barriere. Betrachten
Sie im Folgenden immer die beiden Fille W, < Vi und W, > Vj.

a) Skizzieren Sie das Potential.

exp(ikz)
Vo

T

b) Bestimmen Sie die Wellenzahl k des Elektrons in den Bereichen x<0 und x>0.

h2

o 2
H= Sy Ve +V(x) (1)
Damit ergibt sich fiir die 1-dim-SG:
2 Y+ V() ) v(z) = Wi () (2)
2mV Vix x) = Wi(x

Ansatz fiir eine ebene Welle, getrennt nach Potential-Gebieten I und II (da k =
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k(W.V))
(1) P(x) = Ae?"® L Be7IRT fuer V(z)=0 (3)
(I1) U(x) = 0" fuer V(z) =1V, (4)
(1) ~ 3 VU =Wy (5)
— 272 (Aeh® - BeIhit) = W (Ae/M1® 4 BemihiT) (6)
h2:zl =W (7)
1
an  (~EVi+v@)e  =wy (9)
(—%W + V(@) Celter = W (et (10)
ot + V(@) =W (11)
1
= ko = ﬁ\/Qm(W—VO) (12)
Im Bereich (II) muss zwischen Vi > W, und Vy < W, unterschieden werden:
1
(1) Vo<W, ky= 7V 2m(W —Vp) (13)
1. :
(2) Vo>We ky=jv2m(Vo = W) =:jq (14)

c¢) Nehmen Sie eine von links einlaufende Welle v, () = €/¥* an. Bestimmen Sie die

Reflexions- und Transmissionsamplituden r und ¢ in Abhéngigkeit der Wellenzahlen.

Ansatz: eF® 4 pe=ifiz — teike®

Fall (1) Vy < W,
Yr(z) = eF1® 4 pemikre Yr(z) = telk2® (15)

Aus der Stetigkeit der Wellen an der Stelle x = 0 folgt:

(@) (0)  =1+n(0) (16)
(i) ¥1(0) = vf(0) (17)
@)  14r =t (18)

(i1) jky — jhkar = jhot (19)

(i —ii) jki— jkir = jkg + jkar (20)
ki — ke =r(ki+ ko) (21)
i -

(3) t I Sl S (23)

i+ ko ki + ko
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d)

Fall (2) Vj > W,:
wl(Q?) = €jk1x + Teijklm wn(aj‘> = t@jk}r = tequ (24)

Die gleichen Stetigkeitsbedingungen liefern in diesem Fall:

(2) ¥1(0) = 1(0) (25)

(i) ¥1(0) = vf(0) (26)

(7) L+ =t (27)

(1) jki—jkir = —qt (28)

(1 —ii) jky — jkir = —q—qr (29)
Jkit+a = T.(j/ﬁ —q) (30)

— j:i - Z (31)

(4) t o1 dte_ 2k (32)

Jk1—q B Jk1—q
Durch J = %Lm (* (V) — (Vip*)) ldsst sich eine Teilchenstromdichte definieren.
Berechnen Sie diese fiir die einlaufenden, reflektierten und transmittierten Teilchen
und tiberpriifen Sie deren Erhaltung.
Es gilt: J = 5o (V" (50) — (7z¢")Y)

h

Jo = i (e77M* (jhre™®) — (—jkye 7M7) eM17) (33)
h hky
__h gy [k 4
25m (k1 + k1) m (34)
J, = _Qﬁ (T*@jklw(—jklre_jk”)—(jklr*ejk”)re_jk”) (35)
Jm
h : : hky
= g (akalr? = ghalr?) = =P (36)
B ‘ ‘ ‘ ‘
Ji = 5im (t*e‘yk”(jkzte]k”) — (—jkgt*e_Jkﬂ)teJk”) (37)
h hik
= —— (Ghalt]? + jkalt]?) = = |t)* fix Vo < W, (38)
2im m
J, = 0, da wr=4v fir Vp>W, (39)

FEinsetzen in Jy + J, = J; zeigt, dass der Teilchen-Strom erhalten ist:

Fall (1) Vo < W,:

hky  hk hk
o+, —J = — —— |- =

t]? (40)

m m m
h ki — ko \ 2 ( 2k )2
= — |k -k —k 41
m(l 1<k1+k52) 2 kl‘l'/{fg ( )
Tkl Ra)® = (= Ka)® — k(2K )? (42)
m (k’l + k2)2
hoK3 2Kk + kik2 — K3+ 2k%ky — ki3 — 4Kk,
m (k1 + k2)?
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)

Fall (2) Vo > We:
hky  hky

o+ —J = — ——r*-0 (44)
m m
hky jk1+qr
_ 1— |2 =0 45
m ( ‘]kl_q )

Vergleichen Sie die Ergebnisse mit einem ,klassischen Elektron als Teilchen®

FEin ,klassisches Elektron“ mit W, < Vy wird genauso wie auch das ,,Wellen-Elektron“
an der Barriere reflektiert. Es besteht aber ein entscheidender Unterschied: Das
,Wellen-Elektron“ kann in die Barriere eindringen. Die Aufenthaltswahrscheinlich-
keit nimmt dabei exponentiell mit der Findringtiefe ab. Dies ist ein weiteres ty-
pisches Merkmal der Quantenmechanik. Quantenmechanische Teilchen konnen sich

u.U. auch in klassisch verbotenen Bereichen aufhalten.

FEin ,klassisches Elektron“ mit W, > Vi wiirde lediglich im Bereich des hoheren
Potentials langsamer werden. Reflexion wiirde klassisch aber nie auftreten. Quan-
tenmechanisch wird jedoch ein Teil der Wellenfunktion, und damit auch ein Teil des

Teilchenstroms reflektiert.

In beiden Fallen bildet sich quantenmechanisch aus der Uberlagerung von einfallen-
der und reflektierter Welle eine stehende Welle vor der Barriere aus, welche ebenfalls

klassisch nicht zu erklaren ist.

Eine Elektronen-Welle mit der Energie 0,6 eV trifft eine unendlich dicke Potential-
barriere der Hoehe 1,1 eV. Ist es wahrscheinlicher das Elektron im ersten Angstroem

der Barriere zu finden oder weiter innerhalb der Barriere?

Als Ansatz fiir die von links einlaufende Welle wahlt man:
P =te ¥ (46)
Die Wellenzahl innerhalb der Barriere ergibt sich zu:

2m(Vo — W)
h

q= =3,62-10°m™! (47)
Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron innerhalb des ersten A (107'%m) der Barriere
zu finden (wir gehen von einer Barriere aus, die bei x = 0 beginnt und in positiver

x-Richtung liegt) berechnen wir zu:

t]?

S =) )

x0 x0 1
Pom [ uPds = [ e e = Pl
0 0 —4q

Und gleichermafsen fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Rest der Barriere:

0 o) 1 |t|2 )
PRest _ / |’¢|2dl’ _ / |t|2€—2qa:dx — |t|2 |e—2qm|;o — (—6_ qm) (49)
0 0 —2q ° =2
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Die einfachste Lésung des Problems erhalten wir, indem wir das Verhéltnis der beiden
Wahrscheinlichkeiten betrachten:

P —2qr0 _ 1
PRl ¢ B e—e*quo =1+ =106 (50)

Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron im ersten A der Barriere zu finden, ist also

grofer.
Sei nun
0 : z<0 Bereich 1
Vilz) =< Vo : 0<x<d Bereich II
0 : d<zx Bereich II1

Was éndert sich gegeniiber dem vorhergehenden Fall? Stellen Sie mit Hilfe geeigneter

Randbedinungungen ein Gleichungssystem auf. (x)

Wir beschranken uns im folgenden auf den interessanteren Fall W, < Vj.

Es besteht nun eine endliche Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Elektron die Bar-
riere durchtunneln kann. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons nimmt
exponentiell mit der Eindringtiefe ab. D.h. aber, dass diese Wahrscheinlichkeit nie
Null wird. Das Elektron kann damit das andere Ende der Barriere erreichen und
diese dort wieder verlassen.

Zur quantitativen Analyse setzt man wie folgt an:

Yr(x) = M 4TI (51)
'QDH (QZ) = (Ce % 4 De (52)
Ym(z) =t (53)

Im klassisch verbotenen Bereich 11 kénnte man analog auch vy (x) = Ce™7% 4 Dek®
ansetzen, allerdings wissen wir aus den vorherigen Berechnungen, dass wir hier eine
exponentiell abklingende Funktion mit q = %L\/W—I/V) erwarten kénnen, wobei
q reell ist.

Die Stetigkeitsbedingungen (Randbedingungen) lauten wie folgt:

(1) ¢1(0) = u(0) (54)
(2) 21(0) = ¥u(0) (55)
(3) Yu(d) = Ym(d) (56)
(4) Yud) = ¢(d) (57)
Daraus ergibt sich folgendes Gleichungssystem:
(1) 147 =C+D (58)
(2) jk — jkr =—qC +¢D (59)
(3)  Ce %4 Detd = el (60)
(4) —qCe™1"+qDe" = jkte’™ (61)
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Dieses Gleichungssystem ist analytisch I6sbar. In der Praxis wird man derartige
Systeme aber von algebraischen Programmen wie Mathematica oder Maple ldsen

lassen, da das Losen auf dem Papier sehr zeitintensiv und fehleranféllig ist.

h) Wie verdndert sich der Sachverhalt fiir Vj — oo?

Die mittlere Eindringtiefe des Elektrons nimmt fiir grofser werdendes Vi ab, da gilt:
v =Ce %, qx VvV —W (62)

Im Falle von Vj — oo kann das Elektron gar nicht mehr in die Barriere eindringen.

2. Harmonischer Oszillator in 2D und 3D

Fiir den zweidimensionalen harmonischen Oszillator sieht der Hamilton-Operator

wie folgt aus:

~ 253;+ﬁ;2, I 2

H = + —mw

22+ lmwaj
2m 2 Y

2

mit den Ortskoordinaten z und y.
a) Stellen Sie die stationdre Schrédingergleichung fiir das Problem auf.

Wie iiblich lautet die stationdre Schrodingergleichung H v = W1. Der Hamilton-
Operator ist vorgegeben, die Wellenfunktion ist in diesem Fall zweidimensional, also
Y(x, y). Somit folgt:

2 2
- ( 0 + 8_) U(x, y)—l—lmwia:%(a:, y)—l—1

822 | Oy 5 Sy, y) = Wiz, y) (63)

b) Machen Sie einen Produktansatz der Form ¢(x, y) = f(z)g(y) und zeigen Sie, wie

sich die Gleichung aus a) mit Hilfe dieses Ansatzes l6sen lésst.

Mit dem Ansatz ¥ (z, y) = f(x)g(y) folgt:

I <ai- z%) F)o(y) + smee? F(@)aly) + smey? f(x)als) = W T (2)g(y)

2
(64)
Im vorderen Teil stehen Ableitungen nach x, die nur auf f(x) wirken, beziehungsweise

nach y, die nur auf g(y) wirken. Daher kénnen wir die Gleichung umformen zu:

o 0(0) s ()3 () )+ msta” (D) + ymisl? f(2)a(y) = W F@)aly)

2 2
(65)
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Nun kénnen wir, analog zum dreidimensionalen Quantenpunkt, durch f(x)g(y) di-

vidieren und erhalten:

B2 1 02 h? 1 02 1 1
“om @) 0 D T o gy apt W)+ g Fgme” =W (66)

In dieser Gleichung ergibt die Addition der Terme auf der linken Seite eine Konstante.
daher kann wieder eine Separation der Variablen durchgefiihrt werden. Die von x
abhingigen Terme miissen, genau wie die von y abhéngigen, jeweils konstant sein,
sonst kann die Gleichung nicht fiir alle Orte (x, y) erfiillt werden. Wéahlen wir nun
die (suggestiven) Namen W, und W, fiir die beiden Konstanten, konnen wir zwei

getrennte Gleichungen fiir die Ortsvariablen aufschreiben.

h2 2
@) + e () = We () (67)
K2 9? 1 2 9
3 32 9W) + 3may) = Wg(y) (68)

Jede dieser Gleichungen ist eine zeitunabhangige Gleichung fiir einen eindimensio-

nalen Oszillator, deren Lésungen wir bereits kennen.

Wie sehen die Eigenenergien und Eigenfunktionen des zweidimensionalen Oszillators
aus? Die Losungen des eindimensionalen Problems finden Sie auf dem 2. Ubungs-
blatt, Aufgabe 2.

Mit der Argumentation des Aufgabenteils b) folgt W = W, + W, = huw,(n, +1/2) +
huwy(ny, + 1/2) und fiir die Wellenfunktion:

Vi, 9) = J@)oly) = -t i) <§—y>e‘(fb%*5b%) (69)

Wobei b, = /12—, b, = h_ und die ¢, Normierungskonstanten sind.
& mwg’ Y Mwy n

Nun sei w, = wy. Erlautern Sie den Begriff ,Entartung von Energieniveaus* am
Beispiel des zweidimensionalen Oszillators.

In diesem Fall erhalten wir fiir die Eigenenergien W = W, + W, = hw(n, + 1/2) +
hw(ny+1/2) = hw(n,+ny,+1). Setzen wir n, = 1 und n, = 2, erhalten wir denselben
Energieerigenwert wie fiir n, = 2 und n, = 1. Der Energieeigenwert ist folglich nicht

mehr eindeutig einer Wellenfunktion zugeordnet, er ist entartet.

Stellen Sie den Ausdruck fiir den Hamiltonoperator des harmonischen Oszillators in

drei Dimensionen auf. Wie lauten hier die Energie-Eigenwerte?
Wir erhalten:
- _ﬁi+]§§+ﬁz 1 2.9 1 1

H o7 + Mg + imwjf + §mw§;§2
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Der dreidimensionale harmonische Oszillator lédsst sich genauso wie der zweidimen-
sionale separieren, heraus kommt W = W, + W, + W, = hw,(n, + 1/2) + hw,(n, +
1/2) 4+ hw,(n, + 1/2).
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