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Karlsruher Institut fur Technologie

Klausuranmeldung

® Anmeldebeginn: 01.07.2016
® Anmeldeschluss: 19.09.2016
® Abmeldeschluss: 19.09.2016
® FUr ETEC's: online im Campus Management System

® FUr MWT ler: online fur Kombiprifung PB/FE anmelden und dann
unbedingt eine E-Mail mit Anmeldewunsch an die Ubungsleiter der
Veranstaltung schicken, fur die ihr die Klausur in diesem Semester
schreiben wollt. ACHTUNG: Prufungsdatum fur PB ist der
02.09.2016. FE findet am 22.09.2016 statt.
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Stand der Dinge ﬂ(".

Grundlagen der Quantenphysik
Elektronische Zustande
Vom Wasserstoffatom zum

Periodensystem der Elemente
Elektronen im Kristall
Halbleiter

6. Quantenstatistik fur
Ladungstrager

7. Dotierte Halbleiter

8. Ladungstragerdynamik im
Halbleiter

ZEIT 9. Der pn-Ubergang
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Karlsruher Institut fur Technologie

Stand der Dinge
1 Grundlagen der Quantenmechanik
2 Elektronische Zustande

3 Vom Wasserstoffatom zum Periodensystem
der Elemente

4 Elektronen in Kristallen

5 Halbleiter
5.1 Quasiklassische Beschreibung von
U-Blatt 5 Elektronen im Halbleiter
» 5.2 Stromtransport in Bandern

ZEIT
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Wiederholung ﬂ(".

® Wellenfunktionen im Wasserstoffatom  ¥n.i.m = Bni(7)Y1.m (¢, 0)

1
n |l | Rui(r) N = (T%)S/z L {m | Y (0 0)
1 10| 2Ne™ * o 010 ﬁ
s o=
2 10| 2Ne (1 —x) nag 1| +1]F /Qi sin eti®
2 11| ZNe = Aregh? g
V3 G = 1|0 %\/%cosﬁ

® Quantenzahlen eines Elektrons im Wasserstoffatom:

i = 1,2.3,... (Hauptquantenzahl)
n=1 = 0,1,2,50:(m—1) (Nebenquantenzahl, Drehimpulsquantenzahl)
m= —I1,(=1+1),...0,...1 (Magnetquantenzahl)
= B = :t% (Spinquantenzahl)
ke
I=0 =1 =1 =2 [=2 =2
m=0 =0 m= m=0 m=1 m=2
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| Quantum Bound States (108) lasimenti | A! ( I I

.
Wiederholun —
One Well | Two Wells (Molecular Bonding) || Many Wells (Band Structure) P PIET] Karlsruher Institut fur Technologie

Energy chart
Potential Well

‘ Total Energy —Pulgnua\Energy‘

Square -

[ configure Potential.. |

Number of Wells:| 5
0

1234567291

B Gekoppelte
Potentialtopfe:

Eleciric Field: | 0,0|Vinm
o

40 05 00 05 10

7] Show magnifying glass (10x)

1 S S I S N O N | ' C'
Display:
Average Probability

Energy (eV)

@ Probability Density
Wave Function

‘Wave function views:

0 1o T

Reset All

Probability Density

Position (nm)

i ) R O JO) v |
B Kristall-Gitter:

Kristall: Gitter + Basis
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Wiederholung- Kristalle ﬂ(".

® 14 Mdoglichkeiten — die Bravais-Gitter:

orthorhombisch orthorhombisch orthorhombisch orthorhombisch

kubisch kubisch kubisch primitiv basiszentriert raumzentriert flichenzentriert

primitiv raumzentriert flichenzentriert

triklin monoklin monoklin

FETT y : tetragonal tetragonal hexagonal trigonal
primitiv basiszentriert g g g &

primitiv raumzentriert (rhomboedrisch)

8 24.06.2016 Bloch-Oszillationen & Kronig-Penney-Modell - 5. Ubung Festkorperelektronik Lichttechnisches Institut (LTI)



9

Al Bloch-Oszillationen

Karlsruher Institut fur Technologie

Das Leitungsband in Silizium lasst sich im Bereich [

T TT
= =

] In der
Kristallrichtung (100) (zwischen I'- und X-Punkt) ndherungsweise durch
das Potential W (k) = ATW (1 + cos(ka)) mit AW = 2 eV beschreiben.

® Benutzen Sie:

Die Gitterkonstante betragt:

asiy — 543121

24.06.2016 Bloch-Oszillationen & Kronig-Penney-Modell - 5. Ubung Festkérperelektronik
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Einschub Gitterstruktur Q(IT

Reziprokes Gitter

. : face-centred cubic — fcc
® o o o o (kubisch-flachenzentriert)
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Einschub Gitterstruktur ﬂ(".

Karlsruher Institut fur Technologie

® 1. Brillouin-Zone quadratisches Gitter:

° ° « —p

\
e e e .//.\.
/

1. Brillouin-Zone

hexagonales Gitter:
L L @ @ @ @

__>
@ @ @ —® |

1. Brillouin-Zone
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Einschub Gitterstruktur ﬂ(".

‘ 1. Brillouin-Zone eines kubisch flachenzentrierten Gitters

9 (wenn Kristall kubisch flachenzentriert, dann reziprokes
Gitter kubisch raumzentriert und anders herum!)
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Einschub Gitterstruktur ﬂ(".

(100)

® [=(0,0,0), X(1,0,0), L(1/2,1/2,1/2) Bandstruktur von Silizium
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Al Bloch-Oszillationen

Karlsruher Institut fur Technologie

Das Leitungsband in Silizium lasst sich im Bereich [

T TT
= =

] In der
Kristallrichtung (100) (zwischen I'- und X-Punkt) ndherungsweise durch
das Potential W (k) = ATW (1 + cos(ka)) mit AW = 2 eV beschreiben.

® Benutzen Sie:

Die Gitterkonstante betragt:

asiy — 543121
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Einschub: Geschwindigkeit & effektive Masse ﬂ(".

® Wie kommt man auf die Formeln fur v und m_4?

o dw 10W (k)
® Geschwindigkeit: v, = FT T
W= hw

m effektive Masse:

B Klassischer Ansatz: dW = —eEvgdt und dW = <G_W> dk = hvgdk

dk
ek dk
"”‘*(7)0“ F=-eb=hg -~

T dt  dt\h ok ok

F R AN
— Mepp = —= 13
_dy,  d 10w\ 1d (oW a Ok
. " hdt\ ok
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Karlsruher Institut fur Technologie

Berechnen Sie die Geschwindigkeit v und die effektive Masse m_ des
Elektrons bei k =0, k = Z und k = % Im angegebenen Kristallpotential.

Al a) Bloch-Oszillationen

W Partielle Ableitung des Potentials:
AW

W(k) = T(1 + cos ka)
a_W - ol sin ka
ok 2
il - > AW cos k
ok2 2 ¢
® Daraus folgt: 1 OW aAW in &
V= — — f— — 1NN Ka
h Ok 2h
- 1 92W a’ AW
(meff) 1 — ? akQ — — 2h2 COS ka
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Al a) Bloch-Oszillationen ﬂ(“.

ut fur Technologie

v—la—w = —aAWSin/m
Elektronenmasse: - h Ok 2h
my= 9,11 - 1073 kg . 102w a’ AW
(meff) = ? 2 = - 072 cos ka

® Einsetzen der k-Werte ergibt:

- L/mey (9

2
2 eV — e oW —2,35-1073'kg
W 5 m
—  lev 8,25-10°m 0 0
2a S
w a’? AW —31
17 24.06.2016 Bloch-Oszillationen & Kronig-Penney-Modell - 5. Ubung Festkdrperelektronik
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Al b) Bloch-Oszillationen

SKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Skizzieren Sie W (k), v(k) und m (k).

x10°

3k T T T

2_

W

(L=

Vs I mis
! (o= n
\

meﬁl kg
n L=
| 1

)

-1 -05 0 05
Wellenzahl k / nfa
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Karlsruher Institut fur Technologie

Al c) Bloch-Oszillationen

Nun werde ein elektrisches Feld angelegt, das auf die Elektronen eine
Kraft F ausubt. Zeigen Sie, dass hiernach die Elektronen-Geschwindigkeit
und der Elektronen-Ort zeitlich oszillieren (Bloch-Oszillationen).

® Wir haben bestimmt: y — _ @AW
o 2h

sin ka
I-'-l
zeitabhangig?
® Aus dem Skript wissen wir:
F=h%
dt

® [ntegration mit konstantem F und t, = 0:

F't
Yk —k
7 0
F't
k(t) = ko + 7
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Al c) Bloch-Oszillationen ﬂ(“.

Karlsruher Institut fur Technologie

v(t) = —“‘/5\‘,.?/ sin k(t)a = _aggv sin (a (ko + %))

z(t) = o + Az—‘lé,v (cos (a (ko + &) — cos (ako))

® Ort und Geschwindigkeit oszillieren zeitlich:

ANV NVA

tips —m=
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Al d) Bloch-Oszillationen

Karlsruher Institut fur Technologie

Oszillations-Periode fir eine Feldstarke von 106 VV/m.

Warum fliel3t dann ein Strom bei angelegtem elektrischen Feld?
Berechnen Sie dazu aus der Beweglichkeit der Elektronen in Silizium die
mittlere Streuzeit 7. Vergleichen Sie diese Streuzeit mit einer Bloch-

B Gegeben ist:

= 130092 meg = 0.32my

21 24.06.2016 Bloch-Oszillationen & Kronig-Penney-Modell - 5. Ubung Festkorperelektronik

Lichttechnisches Institut (LTI)




Al d) Bloch-Oszillationen

Karlsruher Institut fur Technologie

® Streuzeit der Elektronen in Silizium:

p= T 7= ANt —937.10 135
Meff €0

B Periode der Bloch-Oszillation:

22

2(t) = w0 + S (cos (a (ko + ) — cos (ako))

)

Vergleich mit phasenverschobenen Cosinus: cos(wt + ¢)

— aF _ 27
W= =7

__ 2rh __ 2nh  _ 10-12
— T =2k = 2th — 7670712

- Kaum Bloch-Oszillationen wegen deutlich klirzerer Streuzeit
—> gerichteter Stromfluss moglich
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A2 Kronig-Penney-Modell ﬂ(".

., AT b N

Ort der Atomkerne

® Rechteckformige Potentiale
® Naherungsmethode zur Berechnung der Bandstruktur mit Bloch-Ansatz
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A2 a) Kronig-Penney-Modell

Karlsruher Institut fur Technologie

Geben Sie den Ansatz flr ein Elektron als Blochwelle im Kristall an.
Welche Eigenschaften haben die Bestandteile des Bloch-Ansatzes?

® Wellenfunktion:

b(x) = ulw)ei

mit

- Ebene Welle moduliert mit einem Term, der die Periode des Gitters hat

24.06.2016 Bloch-Oszillationen & Kronig-Penney-Modell - 5. Ubung Festkdrperelektronik
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A2 b) Kronig-Penney-Modell ﬂ(".

Nun betrachten Sie eine Einheitszelle des Kristalls (-c < x < b). Setzen
Sie den Ansatz aus a) flr die beiden Bereiche konstanten Potentials in
die Schrodingergleichung ein.

® Abkirzungen: t"
lw
K1 = \/(QmW/hz)
2 =/ (@2m(Vo — W)/n?) RSt LI B

Einheitszelle

B Ansatz: Ableiten & Vereinfachen
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A2 b) Kronig-Penney-Modell ﬂ(".

® Schrodingergleichung: Ly,

_%88_; () + V(z)yY(x) = Wip(x)

= . . ¥ . Y ‘ —
™~ e . 0 b a
Ort der Atomkerne |

B Zweil Gebiete mit konstantem Potential:

—c<z<0 — V(z)=W

0<z<b— V(z)=0
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A2 b) Kronig-Penney-Modell ﬂ(".

® Wellenfunktion & Schrodingergleichung Bereich I:

() = ulx)elks

— B 2 (@) + Voy(z) = Wip(x)

® Einsetzen, Ableiten & Vereinfachen:
U'(x) = o (x)edk + u(x)jkel*
U () = u(x2)e’*® + 2u' (z)jke’*® — u(z)k?el*™
K2 (u”(:c)ejkx + 25ku’ (x)elk® — I{:Qu(:c)ejk‘”) = (W — Vp)u(z)e**

- 2m

u () + 25k’ (x) — (k* + 22 (Vo — W))u(z) =0

v (z) + 25k’ (z) — (k* + k3)u(z) =0
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A2 b) Kronig-Penney-Modell ﬂ(".

® Wellenfunktion & Schrodingergleichung Bereich II:

(@) = u(z)e’™

— 2 p(x) = Wp(x)

~ 2m Ox2

u(z + a) = u(z)

B Einsetzen, Ableiten & Vereinfachen:

u'(x) + 25ku’ (x) — (k% — 22W)u(z) = 0

uw'"(z) + 25ku’ (x) — (k* — k$)u(z) =0

28 24.06.2016 Bloch-Oszillationen & Kronig-Penney-Modell - 5. Ubung Festkdrperelektronik Lichttechnisches Institut (LTI)



29

A2 c) Kronig-Penney-Modell ﬂ(".

Finden Sie in den beiden Gebieten Losungsansatze fir die
Differentialgleichungen.

® Gebiet I: u”(z) + 25ku/ (z) — (k* + k3)u(z) =0

® Gebietll: | u/(z) + 25k (z) — (K — kD)u(z) = 0

® Homogene lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

- Ansatz:

charakteristische Polynome aufstellen und Losungsansatz mit
Hilfe des passenden Fundamentalsystems aufstellen
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A2 c) Kronig-Penney-Modell ﬂ(".

® Ansatz: i-te Ableitung von u(x) durch i-te Potenz von A ersetzen

W Einsetzen ergibt charakteristisches Polynom fur Gebiet I:
u'(z) + 25ku/ () — (k* + k3)u(x) =0
A2+ 25kN — k3 — k2 =0
® Mit den Nullstellen:

)\1,2:—jkﬂ:\/—k2+’€2—|—ﬁlg:—jkiﬁ32

® Fundamentalsystem:

AMx Aox

et e

® Daraus folgt der Losungsansatz:

UI(ZU) :Ae)\lﬂc_‘_Be)\QﬂC :Ae(ﬁg—jk)fﬂ _I_Be—(ﬁ;Q—I—jk)a;
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A2 c) Kronig-Penney-Modell ﬂ(".

® In gleicher Weise bestimmen wir flr Gebiet II:
u'(z) + 25ku/ (x) — (k* — k$)u(x) =0
AN+ 25EN+ KT — k2 =0
® Mit den Nullstellen:

— A3, 4= —jk+/—kZ+ k2 — K% =—jk+jr

® Daraus folgt der Losungsansatz:

uri(z) = Ce*s®  DeM® = Cellm—k)z | pe—ilritk)z
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A2 d) Kronig-Penney-Modell ﬂ(".

Stellen Sie die Gleichungen zur Bestimmung der in den im letzten
Aufgabenteil gefundenen Losungen auftretenden Konstanten mit Hilfe

der Stetigkeitsbedingungen und der Periodizitat der Bloch-Funktionen
auf.

’U,I(aj‘) f— Ae(’iZ_jk')-'E _|_ Be_(fi2+]k)$ UH(QD') — Cej(ﬁll—k)aj‘ _|_ De—j(lﬁll—I—k)J}
w
.

'\ /"‘-'cb b a

Ort der Atomkerne |
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A2 d) Kronig-Penney-Modell ﬂ(".

UI(ZE) — Ae(raz—jk)az + Be_(li2+jk)$ UII(CU) — Cej(fil—k)a: o+ De—j(fﬁjl—l—k)m

m Stetigkeitsbedingungen: | u1(0) = u7;(0)| und | uf(0) = u;(0)

A+B=C+D
(ke — jk)A — (k2 + jk)B = j(k1 — k)C — j(k1 + k) D

® Periodizitat der Bloch-Funktionen: |ui(—c¢) = uy7(b) und |uj(—c) = v/, (b)

Ae_(ﬁz—jk)c T Be(ﬁ,g—l-jk)c — Cej(ﬁ',l—k)b 4+ De_j(ﬁl—l_k)b

(HLQ — jk‘)Ae—(ﬂz—jk)c _ (HZQ +jk)Be(ﬁ2+jk)c
= j(k1 — k)Cel 1=k — (k) + k) De IRtk
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A2 e) Kronig-Penney-Modell ﬂ(".

Das aus den Randbedingungen folgende Gleichungssystem ist wie
tblich nur I6sbar, falls seine Determinante A verschwindet.

B Determinante:

2

A = 8k rgelk (cos (ka) — "2="1 ginh (koc) sin (k1b) — cosh (kac) cos (mb)))

2K1 K2
\ ' !
=0
B Mit k1= \/(2mW/7i2) und K2 = \/(Zm(VO —W)/h%)
m Ziel: k = I arccos (L (%))
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A2 e) Kronig-Penney-Modell Q(IT

® Einsetzen liefert:

1— 2W/V0 . QmV() %4 . 277’&V0 %4
cos (ka) — 2 JOVTV) = (WVa)? sinh (\/hz (1 — VO)C) sin (\/ 2 Vob)

B Auflésen nach k:

1
k = — arccos

a 2 W Vo) = W02

+ cosh (

35
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A2 f) Kronig-Penney-Modell ﬂ(".

Visualisieren Sie mit Hilfe des Ergebnisses aus dem letzten Aufgabenteil
nun in der Abbildung die Bildung von Bandern und Bandlicken.

B k= %arccos (L (%)) 1 1W/V0
| L(%) mit: 0,75 +
2

¢/b=0.1 und 2”;1;35 — 36 0,5 +

[W 0,25 +

T 1 ™ P
0 1

T T = 7L & T - L(W/Vo)
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A2 f) Kronig-Penney-Modell

® Naherungsmethode zur Berechnung der Bandstruktur:

k = % arccos (L (

I

S=

/(2)

—1 < cos(z) <1

37 24.06.2016

0,75 =

4 Wi,

P

Band

SKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

D
w

Bandliicke

[

%
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0,254  Bandlicke I
I— Band
Bandlucke Band
= - >
-1 0 1
L(W/Vy)
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A2 Kronig-Penney-Modell: Zusammenfassung

Periodisches Potential

SKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

- Bloch-Ansatz

Y(z) = u(z)e’™

u(x +a) = u(x)

Stetigkeitsbedingungen
& Periodizitat
- Gleichungssystem

- W
Vo
@ -@ o— ]
b I i -c 0 b a
Ort der Atomkerne
c e
- ,Graphisch” [6sen
A W,
| ./
Band
0,75+
o =
7
\ Bandliicke
S 05
0254  Bandlicke i
__ s Band
vl Bandliicke Band
-1 0 1 -
L(W/Vo)
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Zusammenfassende Fragen ﬂ(".

B Wie wirken sich Gitterstrukturen auf die Wellenfunktionen von
Elektronen aus?

B Was muss dabei bei mehrdimensionalen Gitterstrukturen beachtet
werden?

® Was ist ein indirekter Halbleiter?
® Was bedeutet eine negative effektive Masse?

® Wie sehen Blochwellen aus?
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AnklUndigungen ﬂ(".

® Tutorien zur 5. Ubung: 27. Juni — 1. Juli 2016

® Losungen zur 5. Ubung: 24. Juni 2016 im ILIAS

® NAachste Ubung (U6): 8. Juli 2016 (evtl. Plananderung)
® NAchste Tutorien (U6): 11. - 15. Juli 2016
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