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1. Das freie Elektron

a)

In einem Elektronenmikroskop werden Elektronen mit einer de-Broglie Wellenldnge
von A = 107! m verwendet. Welche kinetische Energie besitzt ein einzelnes Elek-

tron? Die nicht-relativistische Néherung sei giiltig!

o
W=-"—=22_—941f] =15,04 keV
2me 2m,

Gegeben sind folgende Dispersionsrelationen:
WPhoton(k) =ck

B hk?
N 2m,

WElektron ( k‘)

Berechnen sie die Phasengeschwindigkeit v, und die Gruppengeschwindigkeit v, in
beiden Féllen.

Fiir Photonen ergibt sich
Uph = Vg = C,
fiir Elektronen folgt
w hk Ow  hk

vph:E: meundvg:% o

Freie Elektronen kénnen beschrieben werden als ebene Welle,
(e, 1) = Aexp(jlke — wt).

Berechnen Sie mit Hilfe des Impulsoperators den Impulserwartungswert (p(¢)) und
das Impulserwartungswertquadrat (p*(t)) fiir ein freies Elektron. Bestimmen Sie da-
mit die Unschérfe des Impulses Ap = /(p?(t)) — (p(t))2. Was folgt daraus iiber die
Unschérferelation fiir die Ortsunschirfe Ax?
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o ISt pd(e, da
(B(t) = (AR )w - t)d:z:
_ Lt ) (2, t)da
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Jo () (= 2hk:)¢(:c,t)
f w (1'7 ,t)dl’
R oo s xtl/)(x,t)dx
= N e e e

= hk

S22 (a, )P () (x, t)da
J23 (@, (e, t)de

[0 Agtitheen) . (— jh%)Q . Ae—ilkatwt) g
J23 v, ) (a, ) de

[0 Aeitkaten < ) Ae—ika+wt) g
f+°°w*(3c,t) Y(x, t)da

f+oo Aetitkbztwt) o (_p2(—jE)2) . Ae=I(hrtwt) gy

S22 () (a, t)d
JES W () (w,
JES () (w,

o t)dx
t)dx
— thQ

Mit den angegebenen Werten folgt unmittelbar:

Ap =/ (P*(t)) — (p(t))? =0

Es gilt die Unschérferelation:
AxAp >

o | St

Damit folgt
Az — 00

Da der Impuls exakt bestimmt ist, ist der Ort also maximal unbestimmt.

2. Parabolisches Potential

Komplexe Potentiale in Quantenbauelementen konnen in erster Niaherung haufig durch

parabolische Funktionen angenéhert werden. Ein entsprechender Ausdruck lautet V(z) =
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1
2

mw?#?. Man erkennt die Ahnlichkeiten zur potentiellen Energie eines klassischen har-

monischen Oszillators mit der Federkonstanten k& = mw?, Whot = %kaf:Q, weswegen man

hier von einem quantenmechanischen harmonischen Oszillator spricht.

a)

b)

Recherchieren Sie, wie die Funktionen 1,, aussehen, die die zeitunabhéngige Schro-
dingergleichung fiir das parabolischen Potential l16sen. Wie lautet die Formel fiir die

zugehorigen Eigenwerte W,,7

Fiir die Eigenwerte des parabolischen Potentials findet man W,, = hw (n + 1/2), hier
ist fiir die Quantenzahl n Null oder eine natiirliche Zahl einzusetzen. Die zugehérigen

FEigenfunktionen ergeben sich zu:

Cn x ziz

Hn(g)e*% (1)

Wobei b = \/% ist und die ¢, Normierungskonstanten sind. Die H,, stehen fiir die
Hermiteschen Polynome, die nach der Regel H,(z) = (—1)" exp (2?) - exp (—2?) ge-
bildet werden. In der Verwendung der Hermiteschen Polynome liegt auch ein Grund,
warum die Zustande fiir den harmonischen Oszillator ab dem Zustand 0 gezéhlt wer-
den - es ware verwirrend, den ersten Zustand mit dem Hermiteschen Polynom H
mit dem Index 1 zu versehen. Damit unterscheidet sich der harmonische Oszillator

in der Nummerierung der Zustinde vom unendlichen Potentialtopf.

Wie unterscheiden sich die Ldsungen des parabolischen Potentials von denen des

unendlich hohen Potentialtopfs? Zdhlen Sie zudem die Gemeinsamkeiten auf.

In beiden Féllen erhalten wir diskrete Lésungen fiir die Energiewerte, wobei der
niedrigste Zustand eine Energie gréfer Null hat. Ebenso wechseln sich gerade und
ungerade Ldsungen ab, wobei der Grundzustand eine gerade Lésung ist. Unterschied-
lich sind die Abstiande der Energieniveaus, beim harmonischen Oszillator erhalten
wir dquidistante, beim unendlichen Potentialtopf nimmt der Abstand quadratisch
zu. Auberdem weisen die Wellenfunktionen im unendlichen Potentialtopf an dessen

Grenzen einen Knoten auf.
Zeigen Sie, dass 1y(z) und ¢ (z) die SGL lésen.
Hoi

Hypy = (—h—2d—: + 1mwzﬁ) Yo (2)
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. [ N I | co _ a2
i = (gl + 3+ grete? ) (e i) ®)
B2 omw  miw?a? 1 5, co _z?
= U e e ) (e
1
= Shw
<~
=Wy

d) Der normierte Grundzustand des eindimensionalen quantenmechanischen harmoni-

schen Oszillators ist

1 x?
Yo(z) = N vR exp <—@> (5)

mit der Konstanten b = \/%. Berechnen Sie den Erwartungswert fiir die kinetische
Energie des harmonischen Oszillators im Grundzustand.

Niitzliche Integrale:

+oo 2 ™ oo 2 1 m
—axd _ - 2 —azd - - 6
/_OO e T - /_OO e T 5\ o (6)
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Die kinetische Energie ergibt sich zu Wy, = %. In Operatorschreibweise setzen wir
den Impulsoperator ein, also p = — jha%, somit erhalten wir fiir den Operator der

kinetischen Energie:

h* 02

W = 12 O
b 2m Ox?

(7)

Fiir den Erwartungswert der kinetischen Energie erhalten wir:

T W eda

= / YW boda (da 1, bereits normiert gegeben ist)

B /°° 1 o _x2 _h2 0? 1 o _xQ d

N AT om0z ) piia/ain P\ 22 )N
1 [ x? 0? x?

= Tambyr )P T ) e P o) )

1 [ x? 1 x? x? x?

“amir ) ) e (o) T ee (ap) ) &
o1 [ 1 x? x? x?

= o ) TP T ) T (T )

o1 1 1
= <——2Vb27T+_Vb27T)

2mbym \ b 202
o1l B
= L r= = ~hw
omby T 202 Amb? 4

e) Bestimmen Sie mit dem Ergebnis des letzten Aufgabenteils den Erwartungswert der

potentiellen Energie des Grundzustands und erldutern Sie ihr Vorgehen.

Die Gesamtenergie des Grundzustands des harmonischen Osizllators ist W = %hw
Die Gesamtenergie berechnet sich aus der Summe der potentiellen und kinetischen

Energie, gleiches gilt auch fiir die Erwartungswerte. Mit dem Ergebnis der letzten

~

Teilaufgabe erhalten wir (Wo) = +hw.

3. Potentialtopf mit endlich hohen Winden

Gegeben sei das Potential

Vo fﬁrm<—§

V(z) =<0 ﬁir—%ﬁxﬁ

Nlle
—~
N
~—

Vo fﬁrx>§

eines endlichen Potentialtopfes der Tiefe V.
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a)

b)

Vo—— —
—_—l — N
.{:_ — — e —

L
P S -

Abb. 1: Potentialverlauf und Eigenfunktionen

Skizzieren Sie V (x).
Das Potential ist in Abbildung 1 dargestellt.

Zeichnen sie die zugehorigen Eigenfunktionen fiir W < V; und zwei Eigenfunktionen
fiir W > Vj ein. Gehen Sie davon aus, dass es genau drei gebundene Eigenzustande
gibt. Worin unterscheiden sich die Wellenfunktionen fir W < Vj und W > 1}
qualitativ?

Die Lésungen mit W > Vy haben die Form von ebenen Wellen und sind daher
unendlich ausgedehnt. Aufserdem gibt es hier zu jeder Energie eine Lésung. Die
gebundenen Lésungen dagegen fallen in der Barriere exponentiell ab, sind also im
Quantentopf lokalisiert, man vergleiche Abbildung 1. Zudem ist ihr Energiespektrum
diskret.

Welche Gleichung liefert die Losung fiir die elektronischen Zustdnde in einem solchen
System mit W < V)7 Machen Sie Losungsansétze fiir die drei Bereiche mit konstan-
tem Potential und stellen Sie die zur Losung notigen Rand- und Nebenbedingungen
auf. Setzen Sie die Ansétze in die erhaltenen Bedingungen ein. Das explizite Losen

dieses Gleichungssystems ist nicht verlangt!

Die stationdre Schrodingergleichung liefert die Energieeigenwerte dieses Problems.
In unserem Fall zertillt das Problem in drei Einzelprobleme mit jeweils konstantem

Potential. Damit ergibt sich:

Gebiet 1: 9(x) = Aexp(—ri1z)+ Bexp (k17)
Gebiet 2: Yy(x) = Cexp (jkow) + D exp (—jkax)
Gebiet 3: Y3(x) = FEexp(—ksx) + Fexp (k3z)

Hier wurde schon ausgenutzt, dass die Wellenzahlen in der Barriere fiir W < V

imagindr sind und so die oszillierenden komplexen Exponentialfunktionen in reel-
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le Exponentialfunktionen verwandeln. Daran kniipft die Forderung an, dass in den
Gebieten 1 und 3 die Losungen exponentiell abfallen miissen, weil sonst die Wellen-
funktionen weit weg vom Topf divergieren. Wir folgern A = F' = 0. Die restlichen
vier Variablen konnen wir mit Hilfe der Stetigkeitsbedingungen an den Ubergéngen
1-2 und 2-3 bestimmen.

Nebenbedingung 1: ¢y (z = —L/2) = oz = —L/2)
Nebenbedingung 2: ¢j(z = —L/2) = 4(x = —L/2)
Nebenbedingung 3: y(x = +L/2) = ¢3(x = +L/2)
Nebenbedingung 4: ¢4(x = +L/2) = 5(x = +L/2)

Damit haben wir vier unabhingige Nebenbedingungen, um vier Konstanten zu be-

stimmen, das Problem ist I6sbar. Einsetzen liefert weiterhin:

1 Bexp (—r1L/2) = Dexp (+jkoL/2) + Cexp (—jk2L/2)
2: B(ki)exp(—k1L/2) = D(—jks) exp (+jkoL/2) + C(jks) exp (—jkoL/2)
3: Dexp (—jkaL/2) + Cexp (+jkaL/2) = Eexp (—k3L/2)
4: D(—jks)exp (—jkaoL/2) + C(jko) exp (+jkoL/2) = E(—k3) exp (—k3L/2)

Zeigen und erkldren Sie anhand einer Skizze, wie sich das Aussehen der Losungen

verandert, wenn Vy — oo.

Mit unendlich hohen Winden wird der endliche zum unendlichen Potentialtopf.
Dann ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in den Barrieren Null, die Wellenfunkti-
on hat an der Grenze einen Knoten. Natiirlich gibt es im unendlichen Potentialtopf

auch keine ungebundenen Lésungen.
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Abb. 2: Unendlicher Potentialtopf

4. Stiickweise konstantes Potential

Gegeben sei das Potential:

o ox<0 Bereich 1
0 : 0<zx<a Bereich I
Vo @ a<x<b Bereich II1
oo : x>b Bereich IV

Vo(z) =

mit Vo >0, a >0 und b > 0.

a) Skizzieren Sie den Potentialverlauf!

V(x) 4
vl @ ®

f T
a b

Abb. 3: Stiickweise konstantes Potential
b) Bestimmen Sie einen Ausdruck fiir die Energie-Eigenwerte eines Teilchens im Poten-

tial!l Gehen Sie von Energien W > Vj aus. Vereinfachen Sie den Ausdruck so weit

wie moglich. Die resultierende Gleichung ist nur noch numerisch 16sbar.

In den Bereichen I und IV muss die Wellenfunktion wegen des unendlichen Potentials

Null sein. In den beiden anderen Bereichen stellen wir einen Ansatz mit ebenen
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Wellen auf:

Yru(z) = A 4 Be T mit ky = /2mW/h2 (10)
wIH(x) = Oejkmx + De_jkmx mit kIH = \/2m(W — ‘/b)/hQ (11)

Fiir den Bereich II folgt aus der Randbedingung 1y(0) = 0:

Yr(0) = AP0 4 BeIM0 — A L B =0 (12)
und somit
Y () = A(® — e7IM®y — 25 A sin k. (13)
K
=AI1I

Analog erhalten wir fiir den Bereich III:

V(b)) = Cetkm®) | pe—ikm(®) — (14)
D = _Oejzkm(b) (15)

Einsetzen und das Ausklammern von e?*m®) ergibt:

wHI(x) — C(ejkm(x) _ 6]’216111(b)e—ﬂfm(it)) (16)
— Cejklll(b)<€jk111($—b) _ e—jkm(ff—b)) (17)
= 2jCePm®) gip kmr(z — b). (18)

=K

Den Ausdruck fiir die Gesamtenergie erhélt man aus den Stetigkeitsbedingungen der

Wellenfunktion an der Stelle x = a:

vu(a) = Ym(a) (19)
Yi(a) = tip(a) (20)
also
KH sin(kﬂa) = KHI Sil’l(k[ﬂ(a — b)) (21)
Knkn COS(kHCl) = KHIkIH cos(km(a — b)) (22)

Die Konstanten K; kénnen eliminiert werden, indem wir Gleichung 21 durch Glei-
chung 22 dividieren:
1 1
— tan (kyra) = — tan (kmp(a — b)) (23)
ke K
k’H B tan (k‘ﬂd)
kIH tan (k‘m(a — b))

tan mW
o = (V) (25)

(24)

h2

Dieser implizite Ausdruck enthélt die Figen-Energien des Problems, kann aber ana-

lytisch nicht gelést werden.
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