Formelsammlung

zu Signale und Systeme (Version vom 21. Januar 2021)

1 Aligemein
1.1 Trigonometrie

1 . .
sin(x) = fj(e"’ —e 7

1 . .
cos(z) = 5 (eI 4 e—i7)

ot _o-in
tan(x) = —Jm
cos(z + y) = cos(x) cos(y) F sin(x) sin(y)
sin(z + y) = sin(z) cos(y) 4 cos(x) sin(y)
tan(z) + tan(y)

tan(z £ y) = ————t
an(z £ y) 1 F tan(z) tan(y)

1 = sin®(z) 4 cos?(x)

1.2 Residuensatz

Das Residuum einer Funktion f(z) an einem Pol z,, der Ordnung £ ist geben durch

k-1
Res{f(2) 200} = et Jim ~—— (2= 2,0)* f(2)} -

(k= 1) 2 dzF1
Fiir Pole im Innern der Kurve C gilt
¢ 1) ds =201 3 Res{ 12520
C k=1
2 Fourier-Transformation
2.1 Allgemein

X(0= [“aeanatn = [ xpereas

Reelle Fourier-Reihe (periodische Signale):

o)=Y o(2n in(2r X
w(t) = 3 + ; [ak, cos (27rT0 t) + by sin (27rT0 t)]

Ty /2
2 k
a = 7 x,(t) cos 27\'?25 dt, ke{0,1,2,..}
0 J-1,/2 0
9 To/2 k { }
b, = — ,(t) Sin(%r—t) dt, ke{l,2,3,..
T T Ty

Komplexe Fourier-Reihe (periodische Signale):

1 (To/2 Lok o s
X, = I / z,(t)e Tt g a,(t) = Z XkeJ27r o !
01,2 k=00

Fourier-Transformation zeitdiskreter Signale:

e ! 1 [Iar2 )
XN = 30 me s gy = o [T (e g

n=-—oc " fA fal2

Diskrete Fourier-Transformation:
N 1 N=1 gk
Xk:;].z'ne“':" mn:N;XkeJ"N
2.2 Eigenschaften
Konjugiert komplexe Funktion:
z(t) o—e X*(=f)
Umkehrung der Zeit- bzw. Frequenzachse:
z(—t) o—e X(-f)
Symmetrie:
X(t) o—e x(=f)

Inneres Produkt (Parseval’sche Beziehung):
[t ai= [ xunxs s
—o0 —oo

2.3 Rechenregeln
Maf3stabsanderung, Skalierung:

z(at) o—e iX(z)

al” \a

Zeitverschiebung:
a(t—ty) o—e e 0. X(f)
Modulation:
eI a(t) o—e X(f— fo)
Differentiation der Zeitfunktion:
a™(t) = (27 )" X (f)
Differentiation der Spektralfunktion:
(—j2mt)"a(t) = XM(f)
Integration der Zeitfunktion:

[m z(r) dr o—e j(z(iwff) + %X(O)&(f)

Multiplikation im Zeitbereich:
2y (t) - 2(t) o—e X (f) * Xp(f)
Faltung im Zeitbereich:
ni®)x0) = [ i)t - ) dr o—e Xi(1) Xy(1)

2.4 Korrespondenzen

1 o—e 4(f)
o0 N 1 es] k
n;mo(pnm o—e ik;xa(ff T)
sign(t) o—e ;—Jf

1, t>0 1.
o<t>:{0? oy o -5

rp(t) = {1’ I =<1/2 o—e Tsi(nfT) = Tsine(fT) =T

0, |t|>T/2

2t+1, te[-T/2,0]

. T T
dp(t)=<41—2t, t€[0,7/2] o—e 5 o2 (m"g)
0, sonst
cos(2nyt) o—e 3(5(7+ fo) + 37— )
sin(2nfo) o—e L(6(f + o)~ 8(f — )
el o—e 227a’ a>0
a? + (27 f)?
4
e lsign(t) o—e —j#;;f)w a>0
e %o(t) o—e m, a>0
Ca 1
te o(t) o—e [CESITE a>0

3 Laplace-Transformation
3.1 Allgemein

Einseitige Laplace-Transformation:

0 ctjoo
X(s) = / snetan an= o [ Xetas

- -]27 c—joo

3.2 Eigenschaften
Anfangswertsatz:

tlir&w(t) = lim sX(s)
Endwertsatz:

i, a(t) = slgtIIIJr sX(s)

sin(7 fT)
7fT



3.3 Rechenregeln
Zeitverschiebung nach rechts, t, > 0:
0

z(t—t,) o—e e lof {X(s)+/

—to

z(t)e st dt:|
Zeitverschiebung nach links, ¢, > 0:
to
z(t +1t;) o—e el [X(s) 7/ z(t)e st dt}
o
Dampfung der Zeitfunktion, a € C:
z(t) e o—e X(s—a)
Skalierungssatz, a > 0:
1 s
z(at) o—e ;X ( o )
Differentiation der Zeitfunktion:
n-1
‘,E(n)(w o—e "X(s)— Z 5"71715(7”)(0—)
=0
Differentiation der Bildfunktion:
(—1)"t"x(t) o—e X(™(s)
Integration der Zeitfunktion:
t
1
/ z(r) dr o—e —X(s)
Jo s

Multiplikation im Zeitbereich:

£0) a0 oo - [T X©X,(5 - dEx X, (55 Xslo)

327 oo
Faltung im Zeitbereich:

O et = [ nOnlt—7) dr o X,(5) - Xsls)

3.4 Korrespondenzen

S(t—t;) o—e e % ;>0

1bzw. o(t) o—e %
t o—e !
2
th o—e l
2 s3
1 1
Et o—e s
e o—e !
s—a
te® o—e !
(s —a)?
Lineat o0 1
n! (s —a)n+t
(1) — Lot oe —1°
T 1+7Ts
_t 1
Lmem o s(1+1Ts)
t—T(1-e"7) o—s _t
s2(1+Ts)
a7 w
sin(wt) o—e o
. s
cos(wt) o—e o
w
e~ sin(wt) o—e 52 4205 + 0% + w?
s s+0

e cos(wt) o—e

s2 +20s + 02 + w?

4 Z-Transformation
4.1 Allgemein

n=—oo i2m Jo

4.2 Eigenschaften
Anfangswertsatz, z,, =0, n < 0:
7o = Jim X (2)
Endwertsatz:
Jim z, = lim (2 —1) X (2)

Summation:
D> e, =X(1)

Parseval’sche Gleichung:

D wiah, = B CX1 (2) X3 (;) 7 dz

n=—oc

4.3 Rechenregeln

Verschiebungssatz:
Ty p, O—® 270X (z), Ty <zl <r_

Verschiebung um n, > 0 nach links fiir kausale Wertefolge:

ng—1
Tnin, O® 20X (2) = Z ;2" r <l
=0
Lineare Gewichtung:
dX (2)
Ny, O—e —zi— o<l <r
Modulation der Wertefolge:
z
a" -z, O—e X(—), ar, <|z| <ar_
a
Zeitumkehr:
1 1 1
20— X(2),  —<kl<—
z r_ Ty

Multiplikation im Zeitbereich:

1 z
Ty Ty, O—e f X ©% (2)erd rm <ld<rin
j2m o 3

Faltung im Zeitbereich:
oo
Tin*Toym = Z Ty mTop-m O—® Xi(2)X3(2), max; {r; } < |z < min; {r; }
m=—b0

4.4 Korrespondenzen

6, o—e 1, alle z
1 firn==~k & 0<|z] firk>0
n—k = o—e 7,
0 firn#k |zl <o furk <0
1 fiirn>k z7kH 1< |2 fiirk >0
On—k = o—e s
0 fiirn <k z—1 1< |zl <00 firk<0
_J-1, n<-1 z 1 <1
O_p—1= 0 om0 o—e 1 z
o—e —~ 1<
n-o, _— 2z
" (z—1)°
z(z+1
n?.0, o—e (73), 1< 7]
(z=1)
n-1 1
@,y o—e —— ol <
a0, o—e ——, o <]
" z—a
za
n-a"-o, o—e 50 lal <l
(z=0a)
. zrsin (w)
r"sin (wn) -0, 0— ———————— rweR,, 0<r<|z

22 — 2zrcos (w) + 72’
z(z—rcos(w))

" cos (wn) - 0, O—e v (@) 1% rweR,, 0<r<|z

o—e ——— 0 < |z]

a” fir0<n<N-1 2NN
0  sonst N1(z—a)’

5 Filter-Transformationen

Im Folgenden ist fp, die Durchlassfrequenz.
Tiefpass-Tiefpass-Transformation:

S
= fo
Hochpass-Tiefpass-Transformation:
v _ /o
I=75
Bandpass-Tiefpass-Transformation (symmetrische Bandpésse):
g =Ilp
(fo—fo)f

6 Numerische Integration
Im Folgenden ist ¢, die Abtastzeit.
Rechteckregel vorwirts:

z—1

2N
Rechteckregel riickwarts:

z—1

taz
Trapezregel / bilineare Transformation:
2 z—1
s=—
th z2+1




