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ZU: Zuordnungsaufgabe (12 Punkte)

a) Fourier-Transformation

Im unteren Bild finden Sie in der rechten Spalte achtmal (A-H) jeweils ein kontinu-
ierliches Zeitsignal. Leider sind die Fourier-Transformierten nicht in der richtigen Rei-
henfolge. Geben Sie zu jeder Zeitfunktion y(¢) (A-H) das zugehorige Spektrum Y (f)
(1-8) an. (0,5 Punkte fiir jede korrekte Zuordnung)
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(4 Punkte)



b) Diskrete Fourier-Transformation

Im unteren Bild finden Sie in der rechten Spalte achtmal (A-H) jeweils eine diskrete
Fourier-Transformierte. Leider sind die diskreten Zeitsignale nicht in der richtigen Rei-
henfolge. Geben Sie zu jeder Zeitfolge y,, (1-8) die zugehorige Spektralfolge Y; (A-H)
(0,5 Punkte fiir jede korrekte Zuordnung)

an.

AN

o b

o

o

o

zéfﬁ%; ééfﬂ%bé 6fﬂ?% SﬂT
G R

6| :
Ed#ﬂ??%ﬁb

Zeitfolge Y,

et
“ObhhbAAHO™

0 7 15 23 31

o sk ok R
1) 5N ) St

0 7 15 23 31

Nl

PN B

15 23 31

(i,

15 23 31

0 7 15 23 31

S i
15

0 7

Wil

23 31

MwTTTTm

1

0,0,

I I

0 7 15 23 31

Spektralfolge Yk

;

-10 0 10

I | A

-10 0 10

Wm@@ﬁ?@ @?TT%MW

-10 0 10

IO A

-10 0 10

n X

-10 0 10
o} o]

-10 0 10

%Qn@n?n?ﬁ?@?n nTO(Pn(Pr\(PnQr\QrG

-10 0 10

(0]

I

-10 0 10

(4 Punkte)



c¢) Zeitdiskrete Systeme

Im unteren Bild finden Sie in der linken Spalte vier Pol-Nullstellendiagramme zeitdis-
kreter Systeme. Ordnen Sie diesen jeweils die korrekte Impulsantwort (A-D) und den
korrekten Amplitudengang (I-IV) zu. (0,5 Punkte fiir jede korrekte Zuordnung)

Pol-/Nullstellen Impulsantwort Normierte Kreisfrequenz
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(4 Punkte)



Losung

a)

b)

)

Fourier-Transformation
1-E

2-F

3-D

4-H

5-G

6-A

7-B

8-C

Diskrete Fourier-Transformation
1-A
2-F
3-G
4-H
5-C
6-B
7-D
8-E

Zeitdiskrete Systeme
1-D-1I

2-A-1

3-B-1V

4-C-1I1

(X: 4 Punkte)

(X: 4 Punkte)

(X: 4 Punkte)



Aufgabe 1: Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren - Haar-
Wavelets (13 Punkte)

Gegeben sei auf dem Intervall [0, 1] ein Funktionensystem, das sich aus der Funktion

Pi () =1 @

sowie den Funktionen, die der Vorschrift

1 fur 2R << 3
Y= -1 far Zd<e< 2 @)
0 sonst

mit 1 < i < 2" und n € N, geniigen, zusammensetzt. Bei den durch die Gleichungen (1)
und (2) gegebenen Funktionen spricht man auch von Haar-Wavelets. Hierbei stellt ¢,n_;(f)
eine Teilfolge fiir ein konkretes n der Haar-Funktionen dar. Die Menge der Folgen tiber n
ergibt das Funktionensystem.

a) Skizzieren Sie das Haar-System fiirn = Ound n = 1. (4 Punkte)

b) Handelt es sich bei ;(t), ¥, (), P3(t) und ¢, (f) um ein orthogonales Funktionensys-
tem? Begriinden Sie Ihre Antwort. (2 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe kann unabhingig von der vorhergehenden gelost werden.

c) Geben Sie eine Rechenvorschrift in Abhédngigkeit von 7 an, um aus dem oben gegebe-
nen System (P (t), ¥ (t), ¥3(t), P4(t)) ein orthonormales System zu bestimmen.
(4 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe kann unabhingig von der vorhergehenden gelost werden.

d) Wie lasst sich mit Hilfe eines orthonormalen Funktionensystems eine Funktion appro-
ximieren? Geben Sie hierzu allgemein die mathematischen Zusammenhinge in Ma-
trixschreibweise an. Geben Sie auch die Gram’sche Matrix fiir eine orthonormale Basis
an. (3 Punkte)



Losung

a) Esgilty,(t) =1
¥1(t)

0 0.5 1
Abbildung L1: Funktion ¢, (t).

Firn=0gilt1 <:i<1:
Py (t)

0 0.5 1
Abbildung L2: Funktion ,(t).



Firn=1gilt1 <i <2:

P5(t) Py(t)
1 ' T 1
0 X 0 t
—1 ! p —1 . !
0 0.5 1 0 0.5 1

Abbildung L3: Funktionen 5 (f) und ¢(t).

(X: 4 Punkte)

b) Fiir Orthogonalitdt miissen die Innenprodukte der Funktionenpaare verschwinden:

(i), (1) /¢, Y () di =0 mit i € {1,2,3,4}, j € {1,2,3,4}, ] £ 1.

Dies ist aus den Skizzen sofort ersichtlich. (X: 2 Punkte)

) I*Es sei nun 1 ;(t) das zu P, ;(t) gehorende orthonormale Funktionensystem. Fiir
Pon,;(t) muss die Bedingung

G0, 90) = [ 609w =3,

erfiillt sein. Durch Normierung der einzelnen Funktionen,

~ 1/’2”+z( )
Yo yi(t) =
P gy (]
lasst sich ein orthonormales System berechnen:
||1P2 +z /¢2"+1
2i
2n+1 o+l
_ / 11 de+ / (=1)- (~1) dt
2i—2 2i—1
ot +1 S+l
1
g z—n ,
und somit

/At s 2i—2 2i—1
2 fur i St< i1

Py i) = V2i () = ¢ _ on gy 20 << 2

. 0 sonst.
(X: 4 Punkte)



d)

Um eine Funktion y zu approximieren, miissen die Koeffizienten a;, mit welchen die
einzelnen Basisfunktionen gewichtet werden, bestimmt werden. Durch z = G a mit

(v, D(1)) (Dq(t), @y(t)) -+ (Py(t), Py(L)) ap
(v, D (8) (@ (1), 1()) - (y(D),Py(D) )\ ay
Y > S T

lasst sich der Zusammenhang mathematisch beschreiben. Fiir ein orthonormales Sys-
tem ergibt sich die Gram’sche Matrix zu G = L. (X: 3 Punkte)



Aufgabe 2: Grafische Faltung (3 Punkte)

Im Folgenden werden die Funktionen £, (¢) und £, (t) betrachtet.

2 (1) % (t)
1 1
0 t 0 t
-1 -1
Or 1mx 2 3m 4nr Or 17 21 37 4rm
(a) Funktion £, (¢). (b) Funktion £, (t).

Abbildung 1: Gegebene Funktionen £ (t), £,(t).

a) Berechnen Sie grafisch die Faltung £, (t) * £,(¢). Beachten Sie die Abstinde auf der
Abszisse. (3 Punkte)

10



Losung

a) Die Losung ist in Abbildung L4 unten zu sehen.

2 ]

e e

Orr
_17-[ L

_27-[ Lo

Abbildung L4: Faltung der Funktionen %, (t) und £,(f).

(X: 3 Punkte)

11



Aufgabe 3: Fourier-Transformation - Differentiation der Spektralfunktion
(3 Punkte)

a) Bestimmen Sie die Fourier-Transformierte von
. fatz
x(t) =—j2nte ™, a>0.

(3 Punkte)

12



Losung

a) Unter Anwendung der Regel der Differentiation im Spektralbereich erhélt man:

) e 1= ({5 e )
2 _an?
:—E\/gfnze a .

Bei der Losung ist die innere Ableitung des Exponenten zu beachten. Daher steht in
der Fourier-Transformierten vor dem Exponentialterm . (X: 3 Punkte)

13



Aufgabe 4: Zeitkontinuierliches System - DGL - AR Filter (8 Punkte)

Ein System S sei durch folgende Differentialgleichung charakterisiert:
Y(t) = by (t) —agy(t) — ayy(t) — ax¥i(t), ag,a1,a2,b3 €R.

a) Stellen Sie das System grafisch in ARMA-Form dar. (2 Punkte)

b) Wie nennt man ein solches System? (1 Punkt)

Die folgende Teilaufgabe kann unabhingig von der vorhergehenden gelost werden.

¢) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion

des Systems S. Nehmen Sie hierzu an, dass alle Anfangswerte verschwinden.
(2 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe kann unabhingig von der vorhergehenden gelost werden.

d) Zeigen Sie durch Rechnung mit Hilfe der Definition fiir Linearitdt, dass es sich beim
System S um ein lineares System handelt. (3 Punkte)

14



Losung

a)

b)

)

d)

In ARMA-Form ergibt sich die in Abbildung L5 gezeigte Darstellung.

x(t) b, : y(t)

J
|

Abbildung L5: Darstellung Struktur AR-Filter.

(X: 2 Punkte)

AR-Filter (1P) (Auto-Regressive). Das Eingangssignal wirkt direkt auf das Ausgangs-
signal, wahrend das Ausgangssignal riickgekoppelt wird. (X: 1 Punkt)

Die Ubertragungsfunktion tiir AR-Filter lautet in der allgemeinen Form

_Y(s) B sM
X0 T Sl

Damit kann man die Ubertragungsfunktion direkt aus Abbildung L5 ablesen (man
beachte die Definition der ARMA-Darstellung im Skript):

Y(s) bys®
X(S) 33 + a252 + aqs + ag .

Alternativ lisst sich die Ubertragungsfunktion mit Hilfe der Regel Differentiation der
Zeitfunktion berechnen:

7Y (s) = bys X (s) — ap5°Y (s) — aysY(s) — agY(s)
bys°X(s) = <s3 + a,5" + ay5 + a0> Y(s).

(X: 2 Punkte)

Linearitat (Superposition + Homogenitat):
1.. a, .. ay . a
(F) = () + 29(0) + Ly(e) + 2y(0)
3 3 3 3

15



S{c1 %1 () +c%,(t) } :bl (c1¥1(t) + c2¥5(t) + bs (Clyl( ) + ¢l (1))
+ 1 b, L (91 (1) + oy (8)) + g—z(cﬂh(t) + ey (1))
= (T30 + 200+ T () + 5 (1)

+¢; (blgyz(f) + Z—iyz(t) + Z—;]}z(f) + Z—gyz(t))
=c1S{%1 (1)} + cxS{%,(t)}

Alternativ (ohne Beachtung mathematisch exakter Notation):
1 a
qum+%@w}=;@wﬂ%wwﬂh 2 ([ e+ o))

(//013/1 + ooty(t )

b—S(///Q% + ey (t >
:C1<l t+Z—§/y1t +Z—;//y1(t)+g—z///y1(t))
) (b3y2 b3/y2 Z—;//yz(f)‘FZ—Z///yz(t))

=c15{x1 ()} + c5{x,(t)}

Es handelt sich also um ein lineares System.
(X: 3 Punkte)

16



Aufgabe 5: Zeitkontinuierliches System (4 Punkte)

Gegeben sei nun ein System mit der Ubertragungsfunktion

Y(s) s
G(s) = = .
) X(s) 52+als—|—ao
a) Das System habe eine Polstelle bei s,y = —1. Bestimmen Sie 4; und 4, in Abhdngigkeit
der anderen Polstelle s,. (2 Punkte)

b) Waibhlen Sie s, nun so, dass sich a; = 2 ergibt und bestimmen Sie die Impulsantwort
8(t). (2 Punkte)

17



Losung

a) Es ergibt sich fiir die Ubertragungsfunktion:

1 1 S
G(s) =s = .
&) = S G D6 —sma) & Faps 1 ag

Fiir den Nenner folgt:
(S + 1)(5 o 5002) = 52 + 5(1 o SooZ) ~ So02
Somit ergibt sich

ap=1—5,,,

Elo = —S542 -

b) Mits,, = —2 ergibt sich

1

&) = e e

PBZ:

18

(X: 2 Punkte)

(X: 2 Punkte)



Aufgabe 6: Stabiilitit - Endwertsatz (4 Punkte)

Es sei ein kausales System durch seine Impulsantwort

gegeben.

a) Priifen Sie anhand der Impulsantwort durch Rechnung im Zeitbereich die Stabilitat
des Systemes. (2 Punkte)

b) Bestitigen Sie Ihr Ergebnis aus der vorigen Teilaufgabe mittels des Endwertsatzes der
Laplace-Transformation. (2 Punkte)

19



Losung

a) Fiir Stabilitdt muss die Impulsantwort absolut integrierbar sein:

/ngUHdhéw.

Fiir kausale Systeme verschwindet die Impulsantwort fiir negative Zeiten. Daher ist
es ausreichend, den Zeitbereich [0. .. o) zu betrachten:
_L
O(t) —=e T

/:|g(t)| dt:/: - dt:/: 5(8) 4 = (%e‘?)' dt
g/:\d(t)y dt+/j%e‘% dt

1 I 170
< —(— T =1 — T =1 — — — < .
_1+[T( 1)Te ]o 1 {e }0 1-(0—-1)=2<00

1

Beim Schritt von der ersten zur zweiten Zeile bedient man sich der Dreieckunglei-
chung unter Beachtung der Definition der Betragsfunktion. (X: 2 Punkte)

b) Wenn die Impulsantwort fiir t — co abklingt, dann ist Stabilitdt gewé&hrleistet. Der
Grenzwert t — oo von g(t) lasst sich tiber den Endwertsatz

lim g(t) = limsG(s)

t—o0 s—0

mit Hilfe der Laplace-Transformierten G(s)

Ts
bestimmen:
. ) Ts? 0
limsG(s) = lim i =70

(X: 2 Punkte)

20



Aufgabe 7: Ubertragungsfunktion aus Pol-Nullstellenplan, Minimalpha-
sensystem (6 Punkte)

In Abbildung 2 ist das Pol-Nullstellendiagramm eines Systems zu sehen. Polstellen werden
durch ein Kreuz, Nullstellen durch einen Kreis dargestellt. Bei mehrfachen Polstellen/Null-
stellen ist dies durch eine Zahl in Klammern gekennzeichnet.

a)
b)
)

X +6
(2)
I D -
-2 1
X 4 —6

Abbildung 2: Pol-Nullstellendiagramm.

Geben Sie die Systemfunktion G(s) an. (2 Punkte)
Beschreibt die Systemfunktion G(s) ein stabiles System? (Begriindung) (1 Punkt)

Zerlegen Sie die Systemfunktion G(s) in ein Minimalphasensystem Gy;(s) und einen
Allpass G4 (s), so dass gilt:

G(s) = Gm(s) - Gals)-

Geben Sie die Ergebnisse jeweils als Quotient zweier Polynome in s an. (3 Punkte)

21



Losung

a)

b)

)

Die Pol- und Nullstellen lassen sich aus dem Diagramm ablesen:

So1 =Sz = 1,
Seo] = —2+ 6],
5002 = —2—6] .

Damit lasst sich die Ubertragungsfunktion schreiben als

2 2
G(s) = k 1) Sl
(s+2—j6)(s+2+j6) s° +4s + 40

Losungen, bei denen der konstante Faktor k nicht explizit in der Gleichung fiir die
Ubertragungsfunktion auftaucht (dquivalent zur Annahme k=1), werden auch mit
voller Punktzahl bewertet. (X: 2 Punkte)

Die Systemfunktion G(s) beschreibt ein stabiles System, da die Pole in der linken s-
Halbebene liegen, das bedeutet es gilt Re{s,,} < 0. (X:1 Punkt)

Die doppelte Nullstelle von G(s) bei s, = 1 gehort zum Allpass. Dieser enthilt dann
entsprechend eine doppelte Polstelle bei s,, = —1. An dieser Stelle taucht entspre-
chend eine doppelte Nullstelle im Minimalphasensystem auf. Hieraus folgen die Uber-
tragungsfunktionen

(s—1)> " —25+1

G S) = =
Al (s+1)* s*4+25+1
des Allpasses und
(s +1)>2 2 4+25+1
GM(S) - -
s +4s+40 s"+4s+40
des Minimalphasensystems. (X: 3 Punkte)

22



Aufgabe 8: DFT und Leckeffekt (8 Punkte)

Eine alternierende Rechteckfolge werde mit sechs Abtastwerten gemdfs Abbildung 3 abge-

tastet.

Xn

1

-1

0 1 2 3 4 5
Abbildung 3: Zeitdiskretes Signal x,,.

a) Berechnen Sie die 6-Punkte-DFT des Signals x,,. Dazu konnen Sie bei Bedarf die un-
tenstehende Tabelle verwenden.

Tabelle 1: Werte von sin(«).

« 0 im tn Jnm n 2nmonm Inm Sm o 3n 3n Bn o2n

sin@) 0 3 @ 1 P § 0 4 P a1 P 40
(4 Punkte)
b) Skizzieren Sie das DFT-Betragsspektrum. (2 Punkte)

¢) In Abbildung 4 ist der Betrag der DFT des abgetasteten Signals berechnet, wobei zwei
weitere Abtastwerte hinzugenommen wurden (bei gleicher Abtastzeit). Welcher Effekt
unterscheidet die 6-Punkte-DFT aus Aufgabenteil a) und die 8-Punkte-DFT aus Abbil-
dung 4? Wieso tritt dieser Effekt bei der DFT in Abbildung 4 nicht auf? (2 Punkte)

| Xl
6

4 L

L]
0 0 1 2 3 4 5 6 7 k
Abbildung 4: Betragsspektrum der 8-Punkte-DFT.

23



Losung

a)

5 5
: kn s kn
_ —j2nE —jg
X = g X, e & = E x,e '3
n=0 n=0

i+ oI

i — —i — —
—14e I3k 4e e I eIk

—1qe ) B _otiFk oI Fk _ Tk )k
B ki (T (27
=1+(-1) 2](s1n<3k>+sm(3k)).
Aus der gegebenen Tabelle folgt:
2
sin (k) +sin ( k) = [0, V3, 0,0, 0, ~/3].
3 3
Damit ergibt sich die DFT zu:
X, =1[2, —2jV3,2, 0,2, 2jV3].

(X: 4 Punkte)

b) Die Skizze des Betragsspektrums ist in Abbildung L6 zu sehen.
| Xl
6

) I

Abbildung L6: Betragsspektrum der 6-Punkte-DFT.

(X: 2 Punkte)

c) Der Leckeffekt tritt auf. Bei der 8-Punkte-DFT erfassen die acht Punkte im Zeitbereich
genau eine Periode der Rechteckfolge. Daher wird die Rechteckfolge bei der periodi-
schen Fortsetzung (aufgrund der Frequenzdiskretisierung) fehlerfrei fortgesetzt und
man erhdlt keinen Leckeffekt. Bei der 6-Punkte-DFT wiirde ein Zeitsignal entstehen,
bei dem eine unvollstiandige Periode einer Rechteckfolge periodisch fortsetzt wird.

(X: 2 Punkte)

24



Aufgabe 9: Unterabtastung (4 Punkte)

Ein bandbegrenztes Messsignal y(t) mit der Fourier-Transformierten Y (f), der Mittenfre-
quenz fy, = 12kHz und der Bandbreite B = 2kHz ( Y(f) = 0 fiir |f — f,| > 1kHz) soll mit
Hilfe der Unterabtastung abgetastet werden.

a) Bestimmen Sie die kleinste Abtastfrequenz f, bei symmetrischem Bandspektrum und
Projektion der Mittenfrequenz f, auf f = 0. (2 Punkte)

b) Bestimmen Sie die kleinste Abtastfrequenz f, bei unsymmetrischem Bandspektrum
und Projektion der Mittenfrequenz f, auf f = f4—A. (2 Punkte)

25



Losung

a) Es folgt fiir die kleinste Abtastfrequenz:

12kHz
fa=to

r r

A fo>B=2kHz =

= fA,min = 2,4: kHZ

b) Es folgt fiir die kleinste Abtastfrequenz:

_4f,  48kHz B
o= ma1 N fa> 2B Ak

= famin = 5333kHz

26

=

r

max

=2.

(X: 2 Punkte)

(X: 2 Punkte)



Aufgabe 10: Aliasing (2 Punkte)

Ein reelles Signal besitzt nur in einem bestimmten Frequenzbereich Spektralanteile. Es wer-
den folgende vier Fille betrachtet:

(I) [3kHz, 8kHz]; (IT) [2kHz, 4 kHz|; (IIT) [6 kHz, 9 kHz|; (IV) [11kHz, 14 kHz] .

a) Das Signal wird nun mit der Abtastfrequenz f, = 10 kHz abgetastet. In welchen Fallen
tritt Aliasing auf? Begriinden Sie Thre Antworten (eventuell anhand von Skizzen).
(2 Punkte)

27



Losung

a) Durch Aufzeichnen der Spektren (Wiederholung mit der Abtastfrequenz) ist ersicht-
lich, dass lediglich im Fall (I) Aliasing auftritt. (X: 2 Punkte)

28



Aufgabe 11: Schnelle Fourier-Transformation (2 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass sich durch Rekursion ein Rechenvorteil der schnellen Fourier-Trans-
formation (FFT) gegeniiber der konventionellen DFT ergibt, indem Sie die Wertefolge

x,, einer 2P_Punkte-DFT fiir den Fall P = 3 als 2~ '-mal 2-Punkte-DFTs darstellen.
(2 Punkte)

29



Losung

a) Die Definitionsgleichung der diskreten Fourier-Transformation ist gegeben durch:

—j2nkn

N-1
Xe=) x,e N . (L1)
n=0

Eine Wertefolge fiir P = 3 ist gegeben durch:
X, = [Xq, X1, %2, X3, X4, X5, X6, X7] -

2-Punkte DFT einer Funktion x(f):

Xk = xo—l—xle_]nk.

Fiir N = 3 ergibt sich eine 8-Punkte DFT:

—jnk —jmk —j k3

e —j k5 —j k6 —j k7
Xk = xO —+ xle 4 4 xZe 2 4 X3e 4 —+ X4e ]7’(k + X5e 4 + x6e 4 4 X7e 4

Ausklammern ergibt:

j tk —j k5 —jmk —j k6 —j k3 —j k7

Xk:x0+x4e7]"k+x1e t tuxse * Fxe 2 fxe * txze * faze 4
—jmk

= (x0+x4e_jnk)+e z (x1+x5e_j”k>

—jmk

—j k3

+e 2 (x2+x6e_j"k>+e E <x3+x7e_j”k).

Es ist ersichtlich, dass sich eine 8-Punkte-DFT als 4 2-Punkte-DFTs schreiben lasst.
(X: 2 Punkte)

30



Aufgabe 12: Zeitdiskretes System (16 Punkte)

Es wird das zeitdiskrete System aus Abbildung 5 mit dem Eingang y, , und dem Ausgang
Y, betrachtet.

Y en

ya,n

\4

V

Abbildung 5: Zeitdiskretes System.

Das System befindet sich anfangs in Ruhe, das heifst, dass alle Anfangswerte des Systems
verschwinden.

a)

b)
)

d)

e)

f)

Stellen Sie die Differenzengleichung des Systems auf. Ist das System kausal?
(2 Punkte)

Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion. (2 Punkte)

Zeichnen Sie einen Pol-Nullstellen-Plan des Systems. Ist das System stabil? Ist es mi-
nimalphasig? (2 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.

Hinweis: Sollten Sie Aufgabenteil a) nicht gelost haben, rechnen Sie von hier an mit
der folgenden Differenzengleichung weiter:

1
Yan = _zya,nfl + Eya,n72 + 2ye,n + 2ye,nfl .

Geben Sie einen Signalflussplan des Systems an, der weniger Verzogerungsglieder als
obige Darstellung benotigt. (2 Punkte)

Stellen Sie mittels des Signalflussplans eine Zustandsraumdarstellung des Systems
auf. Zeichnen Sie hierzu die gewdhlten Zustandsgrofien in den Signalflussplan ein.
(3 Punkte)

Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion aus der Zustandsraumdarstellung.
(2 Punkte)
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g) Bestimmen Sie das Eingangssignal y, ,, so, dass y, , = J,, gilt. (3 Punkte)
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Losung

a) Aus der Zeichnung liest man

1
Yan = _Eya,an + Yen + Yen—1

und somit

1
Yan + Eya,an = VYen + Yen—1

ab. Da der aktuelle Ausgangswert nur von aktuellen und vergangenen Ein- und Aus-
gangswerten abhdngt, ist das System kausal. (X: 2 Punkte)

b) Die Ubertragungsfunktion ergibt sich aus der Differenzengleichung zu
Y,(2) 1+z70 24z

GZ: = = .
) Ye(z) 1—|—%z*2 22—|—%

(X: 2 Punkte)

o) Die Nullstellen der Ubertragungsfunktion sind zy; = 0, zp, = —1 und die Systempole
Zoo12 = ] \% Es gilt }zwli‘ < 1 sowie }Zo,i‘ < 1 und somit ist das System stabil und
minimalphasig.

Der Pol-Nullstellenplan ist klar und wird hier daher nicht explizit angegeben.
(X: 2 Punkte)

d) Aus der Differenzengleichung erhilt man den Signalflussplan in Abbildung L7.

ye,n ya,n
~ >
VT ZZ,n
Zfl
Zl,n
-1
Z

Abbildung L7: Signalflussplan.

(X: 2 Punkte)

e) Als Zustandsgrofien werden die Ausgédnge ,nach” den Verzogerungsgliedern gewahlt.
Somit folgt z3,,,1 = —05y,, und z;,,.1 = 21, + VY- Die Ausgangsgleichung ist
Yan = Zon T Ye - Einsetzen liefert die Zustandsraumdarstellung

0 —-05 —0,5
Zy1 = 1 0 z, + 1 Yenr
Yan — (Oll)zn + (Dye,n'
(X: 3 Punkte)
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f)

8)

Aus der Zustandsraumdarstellung folgt fiir die Ubertragungsfunktion
G(z) =C(zI—A) 'B+D

und somit

1 z —05 05
G(z) = (0,1 ’ ~ ) 41
(=) ( )z2+0,5<1 z )( 1 )

1 _ 2
— 5 (1,2)( 0l5)—|—1: i tz .
z=4+0,5 z=4+0,5

(X: 2 Punkte)

Nach Voraussetzung soll Y, (z) = 1 gelten. Somit folgt

1 2405 z 0,5
e(2) G(z) 2 +z 2420 4z
Durch Riicktransformation entsteht die Eingangsfolge

1 1 9
Yen = 511 - (_1)n Tp_q + E(_l)n Op—2-

(X: 3 Punkte)
Alternativlosung mit Hinweis:

d) Aus der Differenzengleichung

1
Yan = _zya,n—l + Eya,n—Z + Zye,n + 2ye,n—l

erhélt man den folgenden Signalflussgraphen: (X: 2 Punkte)
ye,n ya,n
2 > >
'\T/ Zz,n
o1
Z1,n
-1
z

Abbildung L8: Signalflussgraph.

e) Als Zustandsgroflen werden die Ausgiange ,nach” den Verzogerungsgliedern ge-
wihlt. Somit folgt z; , .1 = 05y, , und 2,1 = 21, +2Y,,, — 2V, - Die Ausgangs-
gleichung isty, , = z, , + 2, ,- Einsetzen liefert die Zustandsraumdarstellung

0 05 1
Zy11 — 1 -2 Z, + ) Yen

Yan — (Ofl)zn + (2)ye,n .
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f) Aus der Zustandsraumdarstellung folgt fiir die Ubertragungsfunktion

G(z) =C(zI—A) 'B+D

und somit
1 z+2 05 1
G = (0,1 4 2
(z) = )z(z+2)—0,5( 1 z)(—2>+
1 1 zz+z
= 1,z +2=2——
Z(Z+2)—0,5( )<—2) 2 422-0,5

(X: 3 Punkte)

(X: 2 Punkte)

g) Nach Voraussetzung soll Y, (z) = 1 gelten. Somit folgt

2 1 1

1 1/(/z+2z—5 1 Z— 5

Y zZ) = = — —2 = — 1+ 2
e(2) G(z) 2( 4z ) 2< zz+z>

Durch Riicktransformation entsteht die Eingangsfolge

1 1
= [14+=—
2( +z

1 3 2
Yen = E (511 +§n—1 - E (_1>n an—Z) .

3
2
z(z+1)> '

(X: 3 Punkte)
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Aufgabe 13: Zeitdiskrete Impulsantwort (5 Punkte)

Betrachten Sie ein zeitdiskretes, kausales LTI-System mit der Impulsantwort g, wie in Ab-
bildung 6 dargestellt.

8n

12
10 ¢

SO N B O @©

'\?, ?r\,hﬁf‘n
0 2 4 6 8 10

Abbildung 6: Impulsantwort g,,.

Das System entstehe durch Reihenschaltung zweier zeitdiskreter, kausaler LTI-Systeme mit
den Impulsantworten g; , und g, ,.

a) Berechnen Sie die Impulsantwort g ,, falls die Impulsantwort g, , durch

S2n = 0np —0p-2

gegeben ist. (6 Punkte)
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Losung

a) Die Impulsantwort des zweiten Systems ist g, , = 0;, — 0;,_, ldsst sich somit darstellen
als g, , = 6, + 6,1 (Erleichterung der Rechnung im z-Bereich!). Somit ergibt sich die
z-Transformierte

_ 1
Gz(Z)ZlJrzl:ZJZr :
Oder alternativ:
-1 2
z z z-—1 (z—1)(z+1) 1
— _ o PY _ — = — ]. — .
82,1 = In = Un-2 z—1 z-1 z(z —1) z(z—1) +Z

Wegen G(z) = G1(z) - G,(z) folgt aufgrund kausaler Systeme aus dem Ansatz

1 ) -3
Gi(z) =10 +8112 +8122 " +&13z +---

folgende Gleichung;:

G(z)-z= (1 +52 1410272+ 11z 248z T +4z0 + 2_6) z=
-1 -2 -3
(8r0+ 8117 + 8107 T4 g1z ) (24 1) = Gi(2) - (2 + 1),
Dies fiihrt auf

zZ+ 520 + 102’1 + 11z 2 + 8273 + 47 + 770 =
0 -1 2
8102+ (810 +811)2 + (811 +812)z  +(812+813)2 ~+ -

und damit:

810=1

g10+t811=5=81=4 8§1t+812,=10=g1,=6
S12+813=11=g13=95 g13+814=8=>814=3
814t 815=4=815=1 §i5+86=1=816=0
816+817=0=817,=0, 817+818=0=815=0.

Alle weiteren Amplituden ergeben sich mit diesen Gleichungen ebenfalls zu null,
810 =0,1n2>6. (X: 5 Punkte)
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Aufgabe 14: Diskrete Faltung mit Gaussfilter - Gliattungsfilter kontinuier-
liche Signale (5 Punkte)

Bei der Aufnahme von digitalen Bildern mit elektronischen Sensoren treten Storungen in
Form von Bildrauschen auf. Um diese Storungen zu unterdriicken, werden in der Bildver-
arbeitung Tiefpassfilter eingesetzt. Die Impulsantwort eines typischen Filters ist durch die
folgende Gleichung gegeben:

2

1 -5

e 27 .

g(x) = —

1

73 In Abbildung 7 zu sehen. Es gilt g, = g(nt, ), wobei

Das abgetastete Signal ist fiir o =
t5 die Abtastschrittweite ist.

&n

0a AN
. .
K 0
N “
. 0y
’ \
J Y
n \
4 S
g
: 0
/
/ N
/ *
g .

-3-2-10 1 2 3
Abbildung 7: Wertefolge g,, sowie gestrichelt die einhiillende Funktion g(x).

Fiir die Abtastwerte des Filters ergibt sich die diskrete Folge g,, aus Tabelle 2.

Tabelle 2: Werte des Filters g,.

n -2 =1 0 1 2
g, 005 05 1,0 05 0,05

a) Eine vollstandige Bildzeile ldsst sich durch die Pixelwerte der Folge b,, aus Tabelle 3
beschreiben.

Tabelle 3: Werte von Bildpunkten.

n 01 2 3 4
b, 1 2 10 2 10

n

Berechnen Sie die diskrete Faltung g,, * b,,. Nehmen Sie fiir Pixel aufserhalb des Bildes
den Wertnullan: b, =0ftirne {...,-2,-1,5,6,...}. (5 Punkte)
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Losung

a) Diskrete Faltung:

fo=buxg, = Z by 8n—m -

m=—oo

0 2
fo="by*8 = Z by So—m = Z by o—m

m=—00 m=-—2
=25.
o0 3 3
fi=by*xg = Z by &1-m = Z bmgl—mzzbmgl—m
m=—o0 m=—2 m=0
=76.
) 4
fa=by*g = Z by & = Z b 82— m
m=—00 m=0
=bygr+b181+b280+b38 1 +bs8
=12,575.
0 4
fz=bz*xgs = Z by 83—m = Z by 83-m
m=—0o0 m=1
=12,10.
0 4
fa=byxgy= Z by 84— = Z by 84—m
m=—00 m=2
=11,50.

(X: 5 Punkte)
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Aufgabe 15: SNR - Fourier-Transformation (5 Punkte)

Ein Maf fiir den Rauschanteil eines Signals ist das Signal-Rausch-Verhiltnis (SNR):

SNR = P Signal

7

b Rauschen

wobei Pg;q .1 die mittlere Signalleistung und Prayschen die mittlere Rauschleistung (fiir Leis-
tungssignale) darstellt. Die mittlere Leistung eines Signals x(#) ldsst sich als Integral tiber
die spektrale Leistungsdichte berechnen

P.. —

XX

Sxx(f) df .

|
N\m\m\m

Hierbei stellt B die Bandbreite des Signals dar. Das Leistungsdichtespektrum S, ( f) berech-
net sich als Fourier-Transformierte der Autokorrelationsfunktion .., (7):

Sxx(f) = /rxx(T) e—janT dr.

Die Autokorrelationsfunktionen fiir das Signal u(t) sowie fiir das Storsignal e(t) seien be-
kannt:

ree(T) = (S(T) ’

ruu(T) = Sin(:;f()) .

Hierbei stellt (7) den Dirac-Impuls dar. Fiir die Berechnung des SNR sind nur die Stéran-
teile mit |f| < % zu beachten.

a) Berechnen Sie das SNR mittels der oben genannten Formeln. (56 Punkte)
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Losung

a) Zum Bestimmen des SNR miissen zunéchst die spektralen Leistungsdichten bestimmt
werden. Dies sind nichts anderes als die Fourier-Transformierten der Autokorrelati-
onsfunktionen und somit:

roo(T) € 7T dr = /(5(7) e T gr,

r

)
(1) e 12T Q1 = /—sm(;:f(’)('r) e 12T g,

Seel) 7
Sua(f) fuu

Mit der Symmetrieeigenschaft der Fourier-Transformation sowie der Achsensymme-
trie des Dirac-Impulses ergibt sich:

ree(T) o—e See(f)zl'

Die Fourier-Transformierte von r,, (7) ist gerade die Rechteckfunktion (wieder Sym-
metrie der Fourier-Transformation und Achsensymmetrie der Bildfunktion):

uu(T) O— Suu(f) = rfo(f) :
Die mittleren Leistungen ergeben sich zu:

fo
)

P, = /1 df = fo.

Pu= [ 1) af = f.

Damit ergibt sich das Signal-Rausch-Verhéltnis zu: SNR = 1. (X: 5 Punkte)
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