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Aufgabe 1: Kontinuierliche Signale (17 Punkte)
Gegeben sei das Signal

n(t) = % (1 + cos (w%)) o (£)

wobei o, (t) eine Rechteckfunktion der Breite 2t, beschreibt.

a) Skizzieren Sie das Signal v, () . (2 Punkte)

b) Bestimmen Sie die Fourier-Transformierte Y;(f). Nutzen Sie hierfiir bekannte Trans-
formationen und die Eigenschaften der Fourier-Transformation. (3 Punkte)

¢) Das Signal y, () wird nun mit der Zeitfunktion z(¢) gefaltet, sodass sich y,(t) ergibt:
Ya(t) = yu(t) = x(t).

Fur z(t) gilt hierbei:

[e.e]

w(t) = Y 6(t—n-2t).

n=—oo

Berechnen Sie das Spektrum Y;(f) von y,(¢) durch Rechnung im Frequenzbereich.
(4 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind von den vorhergehenden unabhingig.

Gegeben sei das Signal y;(¢) :

(t) = £’ —T<t<T
Ysit) = 0, sonst '

d) Machen Sie drei qualitative Aussagen tiber die Eigenschaften der Fourier-Transfor-
mierten von ys(t), die direkt aus den Eigenschaften von y;(t) folgen. (Keine Rechnung,

kurze Begriindungen!) (3 Punkte)
e) Berechnen Sie die Fourier-Transformierte Y3(f) des Signals y3(¢) mit Hilfe des Fourier-
Integrals. (5 Punkte)
2
2 2
Hinweis: /:Eze“mdx = e (:1:_ — —:26 + —3) .
a a  a
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Losung

a) Das Signal y,(¢) ist in Abbildung L1 dargestellt. (3: 2 Punkte)

Abbildung L1: Das Signal y; (¢) .

b) Die Multiplikation zweier Funktionen im Zeitbereich entspricht im Frequenzbereich
einer Faltung. Folglich gilt:

Yi(f) = ?{%<1+am<w%))}*?{@%@ﬁ
_ Bé(fwi ( <f+2—10) +5 (f— 2—10»} ¥ 2t sinc(21 f)

1 1
= tysinc(2tyf) + 5150 sinc(2tyf + 1) + §t0 sinc(2tyf — 1)

(X: 3 Punkte)

¢) Aus der Faltung der Funktionen y(¢) und z(¢) im Zeitbereich ergibt sich im Frequenz-
bereich eine Multiplikation. Es gilt:

Ya2(f) = Y(f)- X(f)

= (to sinc (2t f) + %to sinc(2tof + 1) + ;to sinc (2t f — 1)) 210 Z (f — Q_tO)

2t

= (% sinc (2t f) + isinc(%of +1)+ iSHlC (2t f — 1) ) Z 0 <f - _)

Es erfolgt die Auswertung der drei Sinc-Funktionen an den Stellen f = ;-

1 l —
—sinc(l{:):{ 2 =0 :

2 0, sonst

1 1o k=-1
gt —J v
4 sine(k + 1) { 0, sonst ’
1 1 k=1
gt 4
1 sinc(k — 1) = { 0. somst °

(

Das Spektrum Y;( f) ldsst sich somit schreiben als:
LZ(f)=9 2 [=F5 -
0,

(X: 4 Punkte)
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d) Folgende Aussagen tiber die Fourier-Transformierte von y;(¢) sind moglich (drei Aus-
sagen sind verlangt):

e)

ys(t) ist reell und gerade, daher ist Y3(f) ebenfalls reell und gerade.
ys(t) > 0, daher gilt Y3(0) > [Y3(f)] .

y3(t) ist zeitkontinuierlich, daher ist Y3(f) nicht periodisch.

y3(t) ist nicht periodisch, daher ist Y;(f) frequenzkontinuierlich.

(X: 3 Punkte)

Die Berechnung der Fourier-Transformierten erfolgt mit Hilfe des angegebenen Inte-
grals:

N = [ v

T
= / e 2t
=T
T

_ [e‘ﬂ”ft< o L2 )}
—j2nf (=j2nf)?  (=i2nf) )]s

- T (20 T = 1) + 22 fT) — &7 (j(27° 17 = 1) = 22T

1 £
= 47;]03 . {(QWQfQTQ _ 1% (ej 2mfT e—j27rfT> onfT (ej 2mfT | e—jzwaﬂ
= 47?‘1’]03 ' [(27r2f2T2 — 1) 2sin(27 fT) + 27 fT - 2 cos(2m fT)]
= 27?‘1’]”3 : [(QWZfQTZ — 1)sin(2nfT) + 2nfT cos(QWfT)} .

(X: 5 Punkte)
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Aufgabe 2: Kontinuierliche Systeme (16 Punkte)

Gegeben sei der folgende Signalflussplan des Systems S;:

a)

b)

<)
d)

e)

N
Va
N

ye@) 0 m 4 (t) D
5 I\ ‘ +—>v.(t)

I
4
|

m
),

NG

Abbildung 1: Signalflussplan des Systems S; .

Geben Sie die Zustandsraumdarstellung mit den Zustandsgrofien z; und z, fiir das

System &; an. (3 Punkte)
Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion aus der Zustandsraumdarstellung.

(2 Punkte)
Zeichnen Sie die ARMA-Darstellung des Systems. (2 Punkte)
Zeichnen Sie das Pol-Nullstellen-Diagramm des Systems. (2 Punkte)
Ist das System stabil? (Begriindung!) (1 Punkt)

Die folgenden Teilaufgaben sind von den vorhergehenden unabhingig.

Das System S, besitzt folgende Ubertragungsfunktion:

f)

8)

25+ 8
(s—l—%)(s—l—%)'

Go(s) =
Berechnen Sie die Impulsantwort des Systems S, durch Verwendung bekannter Trans-

formationen. (3 Punkte)

Sie schalten nun das System S, in Reihe mit dem System S; mit der Ubertragungs-
funktion

s+1
Gi(s) = —2.
3(5) s+5
Berechnen Sie die Impulsantwort gi(t) der Reihenschaltung unter Verwendung des
Residuensatzes. (3 Punkte)
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Losung

a) Durch Ablesen aus dem Signalflussplan ergeben sich folgende Zustandsgrofien:

b)

<)

21(1) = 6ye(t) =5 21(t) —422(t) = =521 (t) — 422(t) + 6 ye(t)
Z(t) = ye(t) + 21 (1)
ya(t) = ye(t) + 21 (t) :

Die Zustandsraumdarstellung lautet somit:

(20)- (7 ) (20 + (5o

w(®) = (1 0) (20 ) + 1000,

Es gilt:
G(s)=C(sI—A)"'B+D.

Einsetzen der obigen Zahlenwerte liefert:

1 s —4 6
=(1 0) — 1
¢E =09 g (1 8+5) (1)+
6s—4 2+ 5s+4+6s5—4 2+ 11s

s(s+5)+4 s> +5s5+4 4+ 5s5+4

Die ARMA-Darstellung des Systems &; ist in Abbildung L2 zu sehen:

Ye(t) — Il P —> v, (1)
|11 MNe 7K|
\J\ J
| 5 |
| Me 7/]|
0 < *
| |

Abbildung L2: ARMA-Darstellung des Systems S; .
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d) Fiir die Pole und Nullstellen gilt:

Soo,1 = -1 )
300,2 = _47
80,1 =0 ;
3072 =—11.
Das Pol-Nullstellen-Diagramm ist in Abbildung L3 dargestellt: (3: 2 Punkte)
s-Ebene I(”
& & Re
—11 —4 —1(1
Abbildung L3: Pol-Nullstellen-Diagramm.
e) Das System ist stabil, denn es gilt: Re{s.,;} < 0. (3: 1 Punkt)

f) Zunichst erfolgt eine Partialbruchzerlegung mit folgendem Ansatz:

20s+4) A N B
(s+Hs+L)  s+4 s+ i

Gy(s) =

Es ergibt sich die folgende Bedingung fiir die Zahler beider Seiten:

11 1

Die Bestimmung von A und B erfolgt aus dem sich ergebenden Gleichungssystem:

2=A+10B
11 1
8=—A+=-B.
2 Jr2

Damit ergeben sich die Koeffizienten zu A = I und B = 2. Das System kann als
Summe zweier Briiche mit

71 +3 1
_5s+% 53+%

Go(s)

dargestellt werden. Die Impulsantwort ergibt sich unter Verwendung der Korrespon-

denztabelle zu: - ;
go(t) = (5 e 7! +§ e_%t) o(t).

(X: 3 Punkte)
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g) Durch die Reihenschaltung der beiden Systeme entsteht ein System Sg mit der Uber-
tragungsfunktion

25 +8 s+5  2s+4)

GRr(s) = (s+3)(s+1i) s+5 (s+5)s+5)

Unter Verwendung des Residuensatzes kann die Impulsantwort des Gesamtsystems
bestimmt werden (s, = =X, 5., = —5):

gR<t) = Z ReS{GR(S) eStv Soo,i}

(X: 3 Punkte)
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Aufgabe 3: Zeitdiskrete Signale (17 Punkte)

Gegeben sei das Signal

a)
b)

)

d)

x1(t) = sin(2r 3Hzt) - cos(2m 2Hz t) .
Bestimmen Sie die Fourier-Transformierte X (f) von z,(t). (2 Punkte)
Skizzieren Sie X (f) im Bereich |f| < 6 Hz. (1 Punkt)

Nun wird das Signal =, (¢) mit der Abtastfrequenz f, = 6 Hz abgetastet. Tritt in diesem
Fall Aliasing auf? (Begriindung!)
(1 Punkt)

Skizzieren Sie die Fourier-Transformierte X, (f) des abgetasteten Signals im Bereich
|f| < 6 Hz. (2 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind von den vorhergehenden unabhingig.

Gegeben sei der in Abbildung 2 fiir positive Frequenzen dargestellte Amplitudengang ei-
nes zeitkontinuierlichen Signals z,(t). Der Amplitudengang ist achsensymmetrisch. Fiir alle
Frequenzen grofier oder gleich 1500 Hz gilt X,(f) =0.

e)

f)

| Xo(f)]
L

0,6

0,2 Yo
500 1000 1500

> [/ Hz

Abbildung 2: Amplitudengang des Signals x5(t) .

Es wird angenommen, dass nur die Frequenzen bis | f| < 1000 Hz Nutzdaten enthalten.
Der hoherfrequente Anteil soll als Storung betrachtet werden. Das Signal x,(¢) soll nun
abgetastet werden. Welche minimale Abtastfrequenz kann unter diesen Bedingungen
gewdhlt werden? Begriinden Sie Thre Wahl. (2 Punkte)

Skizzieren Sie das Spektrum |X,,(f)| des mit der in Teilaufgabe e) berechneten Abtast-
frequenz abgetasteten Signals x,,(t) im Bereich von —4000 Hz bis 4000 Hz. (2 Punkte)

Bitte Riickseite beachten!
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Um das Storsignal (f > 1000 Hz) vor der Abtastung zu unterdriicken, wird ein Filter mit der
Ubertragungsfunktion G (s) in die Verarbeitungskette eingefiigt.

Das Filter besitzt die Ubertragungscharakteristik eines Tiefpasses 1. Ordnung:

_ 2nfq
Gr(s) = SR

Die Grenzfrequenz liegt bei f; = 1250 Hz.

g) Mit welchem Faktor wird die Amplitude des Signals bei der Frequenz 1250 Hz ge-
dampft? (2 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind von den vorhergehenden unabhingig.

h) Nennen Sie die wesentlichen Unterschiede zwischen der diskreten Fourier-Transfor-
mation und der Fourier-Transformation. (2 Punkte)

i) Berechnen Sie fiir die zeitdiskrete Wertefolge
z,=0,1,2,3,2,1

die diskrete Fourier-Transformierte (6-Punkte-DFT). Vereinfachen Sie so weit wie mog-
lich. (3 Punkte)
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Losung

a) Die Losung kann durch Umschreiben des Produkts zweier trigonometrischer Funktio-

b)

nen zu
1
xi(t) = 5 (sin(2r 1 Hz t) + sin(27 5 Hz t))

und anschlieflender Fourier-Transformation oder durch Faltung der Fourier-Transfor-
mierten erfolgen. Beide Losungswege fiihren zu:

X (f)==((f+1Hz) —6(f —1Hz) + 6(f + 5Hz) — 6(f —5Hz))) .

| e

(X: 2 Punkte)
Die Fourier-Transformierte X (f) ist in Abbildung L4 dargestellt. (X: 1 Punkt)

A X.(f)

)

d)

Abbildung L4: Fourier-Transformierte X, (f) des Signals x4 (¢) .

Mit der Abtastfrequenz von 6 Hz liegt eine Verletzung des Abtasttheorems vor. Folg-
lich tritt Aliasing auf. (3: 1 Punkt)

Die Dirac-Impulse iiberlagern sich derart, dass sie sich aufheben, was in Abbildung
L5 ersichtlich wird. Daher ist das Spektrum des abgetasteten Signals gleich null.

3J

A I N B IR B

e)

' —51 o —11 11 T 51 " Hy

Abbildung L5: Spektrum X, (f) des abgetasteten Signals.
(3: 2 Punkte)

Die maximal auftretende Nutzfrequenz betrdgt 1000 Hz. Der Storanteil reicht bis zu
einer Frequenz von 1500 Hz. Die Abtastfrequenz muss jetzt derart gewdhlt werden,
dass sich die Nutz- und Storanteile der sich periodisch wiederholenden Spektren nicht
tiberdecken. Dies ist erfiillt, wenn die Abtastfrequenz zu 2500 Hz gewahlt wird. In die-
sem Fall reicht der Storanteil der ersten periodischen Wiederholung des Spektrums bis
A — fmax = 2500 Hz — 1500 Hz = 1000 Hz, sodass der Nutzanteil des Originalspektrums
nicht tiberdeckt wird. (3: 2 Punkte)
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f)

g)

h)

i)

______________________________

1000 4000
Abbildung L6: Amplitudengang des abgetasteten Signals x,(¢) .

Der Frequenzgang bei Abtastung mit 2500 Hz hat die in Abbildung L6 ersichtliche

Form. (X: 2 Punkte)

Es wird der Frequenzgang des Filters betrachtet. Fiir den Amplitudengang gilt mit
s=]j2nf:

27 fa
A =|l—.
)= |arge +iong
Die geforderte Frequenz f = 1250 Hz entspricht der Grenzfrequenz f; :
21 fou 1 1
Ap(f = 1250 Hz) = = - .
o\ ) oo iz ‘Hj‘ V2

(X: 2 Punkte)

Die DFT ist eine Ndherung der Fourier-Transformation zur rechnergestiitzten Signal-
verarbeitung. Sie nutzt statt eines kontinuierlichen Signals eine Wertefolge mit endlich
vielen Werten (Beobachtungszeitraum). Zudem wird auch die Transformierte diskre-
tisiert. (3: 2 Punkte)

Fiir die DFT (IV = 6) ergibt sich:

5
o 2 : —j2rk2
Yk_ Yn € 6 =
n=0

—j 1
J27T]€6 +2€

—jork2

=1le 6 +3e

. 1 . 2 . . 2 . 1

—jork3

—j 4
6 —'—26 J27Tk‘

6 +1le

—j2nk2

k 2k -
=2 COS(?Tg) + 4COS(7T?) +3e 1™

k 2k
= 2COS(7T§) + 4COS(7T?) +3-(=1)F

(X: 3 Punkte)
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Aufgabe 4: Zeitdiskrete Systeme (16 Punkte)

Ein kausales, zeitdiskretes LTI-System sei durch folgende Differenzengleichung definiert:

20ya,n = 4ya,n—1 — Yan—2 + ye,n—Q - iye,n—?) .

Die Anfangswerte des Systems sind null.

a) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G, (z) des Systems. (2 Punkte)
b) Bestimmen Sie die Pol- und Nullstellen des Systems. (2 Punkte)
¢) Zeichnen Sie das Pol-Nullstellen-Diagramm. (1 Punkt)
d) Istdas System stabil? (Begriindung!) (1 Punkt)

e) Konnen Sie ohne Riicktransformation eine Aussage iiber das Verhalten der Impulsant-
wort fiir n = 0 treffen? (Begriindung!) (2 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind von den vorhergehenden unabhingig.

Es ist die folgende Ubertragungsfunktion gegeben:

1 1 4 1
Gy(z) = —5 = .
(2 = 3T T3
f) Geben Sie die Konvergenzgebiete der z-Transformation an. (2 Punkte)

g) Bestimmen Sie die jeweiligen Riicktransformierten fiir simtliche Konvergenzgebiete
durch Riickfithrung auf geometrische Reihen. (6 Punkte)
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Losung

a) Die Berechnung der Ubertragungsfunktion G () erfolgt zu:

Ya(2) (20— 427+ 27%) = Yi(2) <z—2 ~ iz—g)

ooy = P& _ T ae
Y, (2) 20 — 4z ' 4272
e
2028 — 42 42

(X: 2 Punkte)

b) Die Nullstelle liegt bei: z, = + .
Die Polstellen lauten: 20 2> — 42> + 2 = 2 (202 =42 +1) =0

+4+v/47-4-20 1 V=64 1 1
40 B

N

= — Y 42
Foo1/2 0 40 10 '3
— 2ol =5 Fi3s Zeo2 =15 —J3, Zees=0. (3: 2 Punkte)
¢) Das Pol-Nullstellen-Diagramm ist in Abbildung L7 dargestellt. (3: 1 Punkt)
1 Z'Ebene ______________ . .........................
X
O ..................... X ..... O .................
X
e .................
-1 0 1

Abbildung L7: Pol-Nullstellen-Diagramm.

d) Bedingung fiir Stabilitdt: |z, ;| < 1, was laut Abbildung L7 fiir alle Polstellen erfiillt
ist. Damit ist das System stabil. (3: 1 Punkt)

e) Ja, denn die Anzahl der Polstellen ist um zwei grofier als die Anzahl der Nullstel-
len. Somit liegt eine Verzdgerung der Impulsantwort um zwei Zeitschritte vor. Daher
nimmt die Impulsantwort bei n = 0 den Wert 0 an. (3: 2 Punkte)
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Die Pole der z-Transformierten sind % und 2, woraus sich die verschiedenen Konver-

f)
genzgebiete bestimmen:
e Konvergenzgebiet || < 1,
e Konvergenzgebiet |z| > 2,
e Konvergenzgebiet 3 < |z < 2. (3: 2 Punkte)
g) Die jeweiligen Riicktransformierten werden mittels der Riickfiithrung auf die geome-
trische Reihe bestimmt.
(a) Konvergenzgebiet |z| < 3 :
11 41 1 -2 4 —3
G = —= 5 =3 T
2(2) 3z 173:-27 31-2: 31-22
1 - R VA .
= genX ey (-5) e
n=0 n=0
Da

Go(z) = Z Tz "

n=—oo

gelten soll, folgt fiir die Zeitfolge:

1/1\"" 4ot
=-|z O_p— = O_p-
gQ,n 3 9 —n 3 —n

(b) Konvergenzgebiet [z| > 2 :

1 1 4
Gy(2) = -3 —— =3 <
2(2) 321 73z-2 31-L 312
Il (TN AT 2)
B 3z 4=\ 22 3z~ \z
Es folgt die Zeitfolge:
1/1\"" 4 .
G20 = —3 <§> Op1+ 52 Yo,

1 4 1

Gy(z) =

=—00

n 0 n

N\" ., 4/ 1 2
(3) =3 (2) 2 ()
Hieraus kann wiederum die Zeitfolge entnommen werden:

1 /1\""! 4.,
g2,n = _g 5 Op—1— §2 O_n-
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