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Aufgabe 1: Kontinuierliche Signale (16 Punkte)

Gegeben sei das in Abbildung 1 dargestellte Signal v (¢).

a)

b)

)

d)

Y1 (t)

2,

2 -1 0 2
Abbildung 1: Signal v, (¢).

Nennen Sie zwei Eigenschaften der Fourier-Transformierten von y,(¢), die direkt aus
dem Verlauf von y, () folgen. (2 Punkte)

Berechnen Sie die Fourier-Transformierte Y;(f) des Signals y,(¢f) ohne Verwendung
des Fourier-Integrals. (3 Punkte)

Das Signal y,(t) entstehe aus Multiplikation des Signals y, (t) mit sin(27 - 3t). Skizzieren
Sie das Signal y,(t) im Bereich —2 <t < 2. Verwenden Sie die gesamte Seitenbreite fiir
Thre Skizze! (2 Punkte)

Berechnen Sie die Fourier-Transformierte Y5 (f) des Signals y,(¢). (2 Punkte)

Bitte Riickseite beachten!
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Die folgenden Teilaufgaben sind von den vorhergehenden unabhingig.

Gegeben seien die in Abbildung 2 dargestellten Funktionen z,(¢), z,(t) und z5(t), die jeweils
im Bereich ¢ € [0, 1] definiert sind.

(1) (1) x5(t)
1 1 1
t t t
00 1 Oo 1 1 00 11 3 7
2 4 2 4

Abbildung 2: Funktionen z(t), z5(t) und z3(t).

Es gelten folgende Definitionen:

xl(t) = 17

1 ,0<t<t
To(t) = T2
2(1) {0 , sonst

1 ,0<t<t
z3(t) =91 ,3<t<3.

0 ,sonst

e) Aus den gegebenen Funktionen soll ein orthonormales Basissystem im Intervall [0, 1]
erzeugt werden. Wenden Sie das Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren an und
berechnen Sie die Basisfunktionen ¢, (), ¢, (t) und ¢5(t). (5 Punkte)

f) Skizzieren Sie die berechneten Basisfunktionen. (2 Punkte)
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Losung
a) Eslassen sich folgende Aussagen iiber Y (f) treffen:

o y(t)ist reellwertig und gerade —  Yi(f) ist reellwertig und gerade,
e n()20 = () <Y(0)

b) Das Signal y, (t) lasst sich mit Hilfe einer Rechteckfunktion beschreiben, von der eine
Dreieckfunktion subtrahiert wird:

Yi(t) =2-1y(t) — 2 - do(t)
Yi(f) =2-2sinc(f-2)—2- 5 sinc (f- 5)
— 4sinc(2f) — 2sinc®(f) .
¢) Das Signal y,(¢) ist in Abbildung L1 illustriert. Aus der Skizze sollen die Anzahl der

Perioden und die durch das Signal y, (¢) festgelegte Einhiillende ersichtlich werden.
Der exakte Verlauf um ¢ = 0 herum ist nicht verlangt.

Abbildung L1: Signal yy(t).

d) Eine Modulation im Zeitbereich bewirkt eine Verschiebung im Frequenzbereich. Die
Fourier-Transformierte Y, ( f) lasst sich berechnen aus:

Yo(t) = y1(t) - sin(2m - 3¢)

T

Volf) = Vi) S(6(F +3) = (7 - 3)
— j(2sinc(2(f + 3)) — sinc®(f + 3) — 2sinc(2(f — 3)) + sinc*(f — 3)) .
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e) Zundchst erfolgt die Berechnung der Norm von z,(t), mit der sich direkt die erste

Basisfunktion ¢, (t) ergibt:
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Fiir die zweite Basisfunktion muss zundchst das Innenprodukt von z,(¢) und ¢,(t)

berechnet werden:
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Es ergibt sich die Hilfsfunktion

ha(t) = 22(t) — 561(0).

Mit Normierung folgt:
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Fiir die dritte Basisfunktion miissen zwei Innenprodukte berechnet werden:

mm@ﬁmzéwaMW——

1

9

%@ﬁﬂhzéwﬁ%@@:

Die Hilfsfunktion ergibt sich zu:

1
hy(t) = w3(t) — §¢1(t) :
Mit Normierung folgt:
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f) Die orthonormalen Basisfunktionen ¢, (t), ¢,(t) und ¢5(¢) sind in Abbildung L2 darge-
stellt.

o1 (1) P5(1) b3(1)

1 1 1
O ................................... O .................................. O ................................
1 L S| R
0 1 0 : 1 0 i 3 ¢ 1

Abbildung L2: Funktionen ¢ (t), ¢9(t) und ¢5(t).
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Aufgabe 2: Kontinuierliche Systeme (18 Punkte)

Gegeben sei der in Abbildung 3 gezeigte Pol-Nullstellen-Plan eines LTI-System:s.

a)

b)
<)
d)

1 F x s-Ebene 1
0,5+ A
0 o A
_075k i
1L x ]
05 02 0

Abbildung 3: Pol-Nullstellen-Plan.

Ermitteln Sie die Ubertragungsfunktion des Systems. Die stationire Verstarkung des

Systems soll 1 betragen. (3 Punkte)
Welchen Wert nimmt die Impulsantwort an der Stelle ¢ = 0 an? (1 Punkt)
Welchen Wert nimmt die Impulsantwort fiir ¢ — oo an? (1 Punkt)
Skizzieren Sie die Impulsantwort qualitativ. (3 Punkte)

Bitte Riickseite beachten!
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Die folgenden Teilaufgaben sind von den vorhergehenden unabhingig.

Gegeben sei das in Abbildung 4 gezeigte zeitkontinuierliche System mit o, 5 € R.

e)

f)

)
h)

e(t) X
A -
Y y(t),
A "
A
a
A
-1 A > e <
»Oé A
“
B
A
Abbildung 4: Zeitkontinuierliches System.
Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G/(s) des Systems. (3 Punkte)
Fiir welche Werte von a und (3 ist das System stabil? Existieren nicht schwingungsbe-
haftete stabile Impulsantworten ¢(t)? (2 Punkte)
Zeichnen Sie einen Signalflussplan in ARMA-Darstellung. (2 Punkte)

Wihlen Sie sinnvolle Zustandsgrofien und berechnen Sie eine Zustandsraumdarstel-
lung des Systems. (3 Punkte)
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Losung

a) Aus dem Pol-Nullstellen-Plan lasst sich ablesen:

1
S —_— ——
0 57
1 .
S00,1 _§+J7
1
Seor = —= —
00,2 2 J

Hieraus folgt fiir die Ubertragungsfunktion:

s+%
(s+3-)(s+35+)
s+%
32+3+%'

G(s) =K
=K

Die stationire Verstédrkung soll G(0) = 1 betragen, sodass folgt: K = 22.

b) Mit Hilfe des Anfangswertsatzes folgt:

lim g(t) = lim s - G(s)

t—0+ S—00
.25 s(s+12)
= hm —275
S—00 4 S +5+ Z
25

4
¢) Mit Hilfe des Endwertsatzes folgt:

lim g(t) = lin%s -G(s)

t—o00

.25 s(s+ 1)
:11111—275
5=0 4 g —FS—'—Z

= 0.
d) Abbildung L3 zeigt die Impulsantwort. Gefordert ist hier nur der qualitative Verlauf
unter Berticksichtigung der Erkenntnisse aus den Teilaufgaben b) und ¢) sowie der La-

ge der Pol- und Nullstellen. Die Charakteristik eines gedampft schwingbaren Systems
muss aus der Skizze ersichtlich werden.

e) Aus dem Signalflussplan folgt:

Y(s)=a GY(S) ALY (s) + é?)qs)) +X(5) = V()
Y(s)(1—as—afBs+ 52) =X(s)(1+5s)
_Y(s) 1+s
O = XE T arap
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Abbildung L3: Impulsantwort g(t).

f) Mit den Polen s, ; und s, , ergibt sich Stabilitéat fiir:

% — 1< 0: Konjugiert komplexes Polpaar, stabil fiir
a—+af <0.
% —1>0: Reellwertiges Polpaar, stabil fiir
2
«1+0) | \/(a(liﬁ)) o

Es sind folglich stabile, nicht schwingungsbehaftete Impulsantworten moglich.

g) Abbildung L4 zeigt den Signalflussplan in ARMA-Form:

() y(t)
R
el e

Abbildung L4: ARMA-Darstellung des Systems.
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h)

Da die hochste in der Ubertragungsfunktion vorkommende Potenz s ist, werden zwei
Integratoren und folglich zwei Zustandsgrofien benotigt.

Mit den in Abbildung L4 eingezeichneten Zustandsgrofien ergeben sich folgende Glei-
chungen:

H(t) = z(t) + (o + aB)y(t) + z(t)

)
(1) = —y(t) + x(t)
2(1) -

<

—~
<+

~—
I
N

Es folgt die Zustandsraumdarstellung:

a(t) = <(1J (ajaﬁ) )z(t)—Ir ( ' )x@)
yt)=(0 1)z(t).
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Aufgabe 3: Zeitdiskrete Signale (17 Punkte)

Gegeben sei das zeitkontinuierliche Signal y, () = sinc®(4t).

a)

b)

)

d)

Das Signal y,(t) werde zu den Zeitpunkten ¢t = £, k € Z abgetastet. Geben Sie das
abgetastete Signal y, ,, an und skizzieren Sie es. (2 Punkte)

Skizzieren Sie das Amplitudenspektrum des zeitkontinuierlichen Signals y, (t) und des
zeitdiskreten Signals y, , im Bereich —6 < f < 6. (3 Punkte)

Wie muss die Abtastrate gewahlt werden, sodass das Signal y, (¢) fehlerfrei rekonstru-
iert werden kann? (1 Punkt)

Es sei nun das Rekonstruktionsfilter mit dem in Abbildung 5 dargestellten Amplitu-
dengang zu verwenden. Fiir | f| > 7 sei |Gp(f)| = 0. Was gilt fiir die Abtastrate, wenn

dieses Filter eine fehlerfreie Rekonstruktion erméglichen soll? (1 Punkt)
|G (/)]
1 L
N S
—6 0 6

Abbildung 5: Amplitudengang des Filters.

Die folgenden Teilaufgaben sind von den vorhergehenden unabhingig.

Gegeben sei das zeitdiskrete Signal y,,, = (0, 55 1, %, 0, —%, —1, —%)

Hinweis: sin (1) = %

e)

f)

8)
h)

4

Berechnen Sie die diskrete Fourier-Transformierte Y, des Signals y,, allgemein in

Abhidngigkeit von k. (3 Punkte)
Berechnen Sie nun die Werte von Y, . fiir K = O bis k = 7. (3 Punkte)
Skizzieren Sie ]YM‘ firk=0bisk =7. (2 Punkte)
Tritt hier der Leckeffekt auf? (Begriindung!) (2 Punkte)

12/18



Losung

a) Das zu untersuchende zeitkontinuierliche Signal ist in Abbildung L5 dargestellt (nicht
verlangt). Bei der angegebenen Wahl der Abtastzeitpunkte wird lediglich zum Zeit-
punkt ¢ = 0 ein von null verschiedener Wert erfasst. Es gilt: 3, ,, = J,,. Abbildung L6
zeigt das zeitdiskrete Signal.

y(t)
1 L

-1 —

e
e}
=
N[
ISy
—_

~leo |
([
[l

Abbildung L5: Zeitkontinuierliches Signal y; (¢).

yl,n

0 . . . . . . ¢ .
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Abbildung L6: Zeitdiskretes Signal y, ,,.

b) Die Fourier-Transformierte des zeitkontinuierlichen Signals kann der Transformati-
onstabelle entnommen werden:

t)I

Vilf) = 350

Y1 ( sinc? (4t)

Die Betragsspektren sind in Abbildung L7 dargestellt.

¢) Das Spektrum von y, (¢) verschwindet ab der Frequenz f,,.. = 4, sodass eine Abtast-
frequenz von f, > 8 zur Vermeidung von Aliasing erforderlich ist.

d) Bei Verwendung des in Abbildung 5 dargestellten Filters muss sichergestellt werden,
dass periodische Wiederholungen des Spektrums |Y;(f)| nur auSerhalb des Bereichs
—7 < f < T7liegen, was mit einer Abtastfrequenz von f, > 11 der Fall ist.
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Yi(PI s Vil

T
Abbildung L7: Betragsspektren |Y7(f)|, dessen periodische Fortsetzung (gestrichelt) und |Y73,|.

e) Eswird die DFT mit N = 8 berechnet:

N-1

: kn

o —j2n

Yé,k - E y2,n € N
n=0

3 1 : 1 . 2 1 . 3
— 0. IR IR g Lo IR IS
\/5 \/i
i 4 1 ; 5 ; 6 1 . 7
+0.e—J2wk§_ .e—‘]Qﬂ'k?g _1.6—‘]271'k}§_ .e—‘]Qﬂ'k;g
\/§ \/§

. —jorkl j27rkl) 1 ( —jonk3 j27rk§) ( —jonk2 j27rk2>
= — e 8 — g 8 +_ e 8 — g 8 + e 8 — ¢ 8
\/5( V2
1 1 1 3 2
= ——— - 2j-sin{ 27k= | — —= -2j-sin | 27k= | — 2j-sin | 27wk—=
va ( 8) Vi ( 8) J ( 8)

= —V2j- (sin <%k) + sin (#)) —2j-sin (%k) :

f) Es werden nun die entsprechenden Werte fiir £ eingesetzt:
Yoo =—V2j-(0+0)—2j-0=0
1 1
Yo, = —V2j- —+—) —2j1=-2j-2j=—4j
2,1 J <\/§ \/§ J J J J
Yoo = —V2j-(1-1)=2j-0=0

Yz,gz—\/éj-(%+%) —2j-(-1)=0

You=—V2j-(0+0)—2j-0=0
11
Y2,5:—¢§j~<————)—2j-1=0

V2 V2
Yog=—V2j-(-1+1)—=2j-0=0
Yor = —v2j- (—%—%) S 2j(~1) =2j+2j = 4j .

g) Die Skizze ist in Abbildung L8 zu sehen.

h) Nein, in diesem Fall tritt kein Leckeffekt auf. Die zugrunde liegende Signalfrequenz
wird korrekt erfasst, da exakt eine Periode des Signals abgetastet wird.
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Abbildung L8: Betragsspektrum ‘YQ,R‘ .
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Aufgabe 4: Zeitdiskrete Systeme (15 Punkte)

Gegeben sei die zeitkontinuierliche Ubertragungsfunktion G(s) =

a)

b)
<)
d)

e)

s°+1
§°+4s5+3

Stellen Sie das System zeitdiskret dar durch Anwendung der Rechteckregel riickwarts.

Dabeiseit, = 1. (3 Punkte)
Zeichnen Sie den Pol-Nullstellen-Plan des zeitdiskreten Systems. (3 Punkte)
Ist das zeitdiskrete System stabil? (1 Punkt)

Das zeitdiskrete System werde nun in Reihe geschaltet mit einem System der Ubertra-
gungsfunktion:

(z—%Jrj%) (2—%—J’%)
Ga(z) = 1+ 1 11 :
(z=5+i3)(z=5-i3)
Zeichnen Sie den Pol-Nullstellen-Plan der Reihenschaltung. (2 Punkte)

Welche Aussage konnen Sie iiber das Systemverhalten der Reihenschaltung bei der
Frequenz f = i treffen? (Keine Rechnung erforderlich!) (2 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.

Gegeben sei das in Abbildung 6 dargestellte Ein-/ Ausgangssignalpaar eines kausalen zeit-
diskreten LTI-Systems.

f)

Ln Yn

3 3

2 20

1 1

0 0 ! ! ! ! o
0 1 2 3 4 5 N 0 1 2 3 4 5 N

Abbildung 6: Eingangssignal x,, und Ausgangssignal y,, des zeitdiskreten Systems.

Bestimmen Sie die Impulsantwort des Systems. (4 Punkte)
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Losung

a)

b)

)

d)

e)

Die Ubertragung der Systemfunktion erfolgt durch Einsetzen von s = Zzt;Al Laut An-
gabeistt, = 1.

2
(%Al) +1
G(Z) = 2
(52) +azt+3

ZtA

_222—2,2—1-1
82 6241

Die Nullstellen liegen bei z ; /o = % +j %, die Polstellen bei z,, ; = % und z,, o = i. Der
sich ergebende Pol-Nullstellen-Plan ist in Abbildung L9 zu sehen.

1f : . 2-Ebene
O
0 XX
o
-1 | ‘ | |
—1 0 1

Abbildung L9: Pol-Nullstellen-Plan des zeitdiskreten Systems.

Das System ist stabil, denn alle Polstellen liegen innerhalb des Einheitskreises.

Die Ubertragungsfunktion der Reihenschaltung ergibt sich aus Multiplikation der ein-
zelnen Ubertragungsfunktionen. Der sich ergebende Pol-Nullstellen-Plan ist in Abbil-
dung L10 zu sehen.

Bei der Berechnung des Amplitudengangs fillt auf, dass die zu betrachtende Frequenz
f= i = 1. 1a genau am Ort der Nullstelle liegt. Folglich ist der Ubertragungsfaktor
tiir diese Frequenz null.
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1f z-Ebene
Ot x
-1 | : |
-1 0 1

Abbildung L10: Pol-Nullstellen-Plan der Reihenschaltung.

f) l?urch z-Transformation von Eingangs- und Ausgangssignal kann die Berechnung der
Ubertragsungsfunktion erfolgen. Aus deren Riicktransformation ergibt sich die Im-

pulsantwort:

Tn, :5n+25n71 +5n72
2 1
o X() =1+ =+
£z

242241

2
z

Yn = 2511 + 35n71 + 51172 + 51173 + 5n74
- 2. 43242 +1

e ¥(2) = R

_Y(z) (222 —z+1) (24 1)% 22
G(Z) - X(Z) - (Z+ 1)2 2’4

_ 25—z +1

&0 g, = 20y, — 0p_1+ 052
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