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Aufgabe 1: Kontinuierliche Signale (19 Punkte)

Gegeben seien die Funktionen ¢, p, und ¢35, die gemafs Abbildung 1 vom Intervall [0, 3]
nach R abbilden.

A e1(2) 4 ®a(t) 1 p3(1)

Sl
Sl

B 4
R 4
R 4

Sl
Sl

Abbildung 1: Die Funktionen ¢, ¢5 und ¢3 mit folgenden Werten an den Sprungstellen:
?1(2) =0, 95(1) = =1/V2, 5(2) = 0und p5(2) = —1.

a) Geben Sie Funktionsgleichungen fiir die Funktionen ¢, ¢, und ¢3 gemafs Abbildung 1
an! (2 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass die Funktionen ¢, ¢, und ¢; im Intervall [0, 3] eine orthonormale
Basis eines Funktionenraums bilden! (2 Punkte)

¢) Geben Sie eine Naherung fiir die Funktion g: [0,3] — R, ¢ > cos(3't) an! Entwicklen
Sie g dafiir in den Basisfunktionen ¢, ¢, und ¢3! Vereinfachen Sie Thr Ergebnis soweit,
dass es keine trigonometrischen Ausdriicke mehr enthalt!
Hinweis: sin(27/3) = v/3/2 (5 Punkte)

Bitte Folgeseite beachten!
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Die folgenden Teilaufgaben sind von den vorhergehenden unabhingig.

Gegeben sei das zeitkontinuierliche Signal y;: R — R, ¢ — cos(t) sin(t) + 3 .

d) Skizzieren Sie das Signal y,! Zeichnen Sie dazu jeweils genau eine Periode links sowie
rechts von ¢ = 0! Achten Sie dabei auf eine korrekte Achsenbeschriftung!
Hinweis: cos(7/4) = sin(r/4) = 1//2 (3 Punkte)

e) Handelt es sich bei dem Signal 3; um ein Energiesignal, ein Leistungssignal oder kei-
nes von beidem? Begriinden Sie Ihre Antwort durch eine Rechnung. (2 Punkte)

Das Signal y; werde nun zeitlich begrenzt. Man erhélt das Signal y, mit

Yo - R%R

0 fﬁr§§t<?jf.
0 sonst

f) Berechnen Sie die Fourier-Transformierte Y; des Signals y, unter Verwendung der Re-
chenregeln und der Korrespondenzen der Fourier-Transformation! (4 Punkte)

Das Spektrum Y, werde nun tiefpassgefiltert. Man erhlt das Spektrum Y, mit

A,

Y, R—C
= {Yzm fiir |f] <

0 sonst

tiir eine endliche Grenzfrequenz f, > 1. Anschliefsend wird das Signal ¢, mittels der inver-
sen Fourier-Transformation aus 172 rekonstruiert.

g) Welchen Maximalwert nimmt §,(t) ungefdhr an? Begriinden Sie Ihre Angabe! Eine
aufwendige Rechnung ist zur Begriindung nicht notig. (1 Punkt)
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Losung

a) Die Funktionsgleichungen fiir die Funktionen ¢, v, und ¢ lassen sich aus Abbil-
dung 1 ablesen und lauten

v1: [0,3] = R

1 ..
D R firt <2 |
0 sonst

J% firt <1

1 .
t v furl <t<2,

0 sonst

)

Y3 [0,3] — R

-1 fur2<t
t— .
0 sonst

(X: 2 Punkte)

b) Damit die Funktionen ¢, ¢, und ¢4 eine orthonormale Basis eines Funktionenraums
bilden, muss gelten

(@i(t), p;(t) = 0y fiir i,j €{1,2,3}.

Diese Bedingung ist erfiillt, wie sich durch die Priifung folgender neun Relationen

ergibt:

D) (put),o1(D)e = Jy () dt = [ S dt =

2) (pi(®), 02D = [y er(D)pa(t) dt = [i St + [ dt =0
3) (p1(t),0s(t))e = [y @r(t)ps(t) dt = [, 0dt =

4)  (pa(t), p1(t))e = (p1(t), a(t))y = 0

5) (palt), a(t) = [y pa(0)*dt = [ 5dt =1

6) (pa(t), 3(t)) = f03 ©o(t)ps(t) dt = f03 0dt =

7)  (@3(t), 01(t))e = (pa(t), @s(t)), =0

8)  (p3(t), w2(t)) = (palt), ps(t))y =0

9) (903(15), <P3(t>>t = f03 903(75)2 dt = f23 1dt =

(X: 2 Punkte)
¢) Fir die geforderte Naherung gilt
g(t) = ar - 1(t) + az - @o(t) +az - o1 (1)

wobei die Koeffizienten a,, a,,a; € R bestimmt werden miissen. Aus dem Hinweis
und der Symmetrie der Sinus-Funktion ergibt sich

sin(4m/3) = —sin(27/3) = —v/3/2.
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d)

Damit gilt fiir die Koeffizienten

a; = (g(t), p1(t))
2 21 3 o 2m 3 Amr 3 /3
\/_cos( t)dt = 3o {sm(gt o sin(— 2 )= V3

),
az = (g(t). @a(t)); = / %cosfgwm / —% os(53 ) i

st )

2w . Am , 9 /3
<sm( ) — sm(?) —|—sm(€)> =\3 und

2\/_7r ,
s = {9(0) eu(O = | —cos(H)dt
3. 2w 3
=5 [sm(?t)L
3 47

_ 3
=g s = V3

Man erhélt fiir ¢ € [0, 3]

o) ~ G fir0<t<loder2<t<3
q= S\f furl1 <t <2

Abbildung L1 zeigt die Funktion g und die errechnete Naherung. (Die Abbildung ist
nicht verlangt.) (3: 5 Punkte)

Den skizzenhaften Verlauf des Signals y; erhélt man z. B. iiber eine Wertetabelle, mit

v1(0) =y (7/2) = yy(m) = 1/2,

U1 (71-/4) =1 )
y1(37/4) =0 und
1 1 1
yi(—t) — 5= —yp(t) + 5 Wwegen Punktsymmetrie am Punkt (0, 5) :

Durch das Nullsetzen der Ableitung erhilt man Kandidaten fiir Hoch- und Tiefpunkte
mittels des Hinweises aus der Aufgabenstellung bei

dy, (t>
dt

wodurch der skizzenhafte Signalverlauf festgelegt ist. Alternativ erkennt man mittels
der dritten binomischen Formel (a + b)(a — b) = a® — b°, dass gilt

=0 & cos(t)’=sin(t)}) & t=n-m+n/d,neEL,

cos(t) sin(t) = %2% (¢ +e Jt) (e it e—jt) — ;21J (eJ2t e—j2t) _ %sin(Qt) ' (L1)

Das selbe Resultat erhdlt man auch mittels folgendem trigonometrischem Zusammen-
hang

sin(a) cos(B) = % [sin(a — ) + sin(a + 3)]

mit @« = § = t. AnschlieSfend nutzt man den bekannten Verlauf der Sinus-Funktion
zur skizzenhaften Darstellung.

Abbildung L2 zeigt den Verlauf von y;. (X: 3 Punkte)
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_3V3 -
2 — 9(t)
=== Niherung

Abbildung L1: Die Funktion g und die errechnete Ndherung.

Periodendauer T' = 7

Abbildung L2: Skizze des Signals y;. Abgebildet sind jeweils eine Periode links und rechts vont¢ = 0.
Das Einzeichnen der Periodendauer ist nicht verlangt.
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e) Um herauszufinden, ob es sich bei y; um ein Energiesignal handelt, wird das folgende

Integral betrachtet:
o0 o0 o o 1
/ ly1 (1) dt = / cos(t)? sin(t)® dt + / cos(t) sin(t) dt + / 1 dt .
—00 —00 — ., —00 — ,, —00
—A =B =C

Es gilt B # —oo, wahrend die Ausdriicke A und C gegen +oo divergieren. Das Integral
konvergiert also nicht und das Signal y; ist damit kein Energiesignal.

AnschliefSend wird der folgende Ausdruck betrachtet und nach oben abgeschitzt:

lim — T|(t)|2dt<1' ! Tldt—l' Lor—1<
m U _Tlm 5T = hm 5T = o0 .

T—o0 2T _T —00 _T T—o0
Es handelt sich bei y, also um ein Leistungssignal. (3: 2 Punkte)

f) Das Signal y, ldsst sich mittels einer um 7/2 verschobenen Rechteckfunktion Iz der
Breite 7/2 auch wie folgt schreiben

m

) =u) s (t-3) -

Nach einer Umformung mittels Gleichung (L1) erhédlt man die Fourier-Transformierte
durch die Korrespondenzen der Sinus-Funktion, der 1 sowie der Rechteckfunktion
und der Anwendung der Rechenregeln zur Zeitverschiebung sowie der Multiplikation
im Zeitbereich

y(t) = (cos(t) sin(t) + %) 1 (1-3)

= % (sin(2t) +1) -7

{% {5 (f+%) ) (f—%)] +6(f)} *{gsinc (gf) -eﬂ'?”f%}

i 1 .2 3 1 o,
|:J§ sinc (gf + 5) . e_Jﬂ' (f+%) _-]5 sinc (gf . 5) . e—J7r (f—%)

+ sinc <gf> . e_jﬂgf}

. ‘ 1 j 1
=Tt [ (T 1) dne (S5 1) wine (3)]

(X: 4 Punkte)

g) Aufgrund der Tiefpass-Filterung von Y, kommt es bei der Rekonstruktion von ¢, an
der Sprungstelle bei t = 7/4 zu Gibbs’schen Uberschwingern. An dieser Sprungstelle
springt y,(¢) von 0 auf den Maximalwert 1. Der Uberschwinger betrdgt etwa 9% der
urspriinglichen Sprungh6he unabhéngig von der Wahl von f,, womit sich der Maxi-
malwert von 7,(¢) zu ungefahr 1,09 ergibt. Abbildung L3 zeigt die Signale y, und ¢, .
(Die Abbildung ist nicht verlangt.) (3: 1 Punkt)
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1.09 -
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0.50 1

Abbildung L3: Skizze der Signale y, und .
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Aufgabe 2: Kontinuierliche Systeme (17 Punkte)

Gegeben sei das Pol-Nullstellen-Diagramm eines Systems S; geméafs Abbildung 2.

a)

b)

)

A I {s)
X Polstellen

X L . O Nullstellen

V2
T T >

_1 1

V2 2 Refs}
X N

V2

Abbildung 2: Das Pol-Nullstellen-Diagramm des Systems S; .

Stellen Sie die Ubertragungsfunktion G, (s) des Systems S; auf! Dabei soll G;(0) = 2
gelten. (2 Punkte)

Stellen Sie die zeitliche Differentialgleichung auf, die das Verhalten des Systems &,
d.h. den Zusammenhang zwischen einem Ausgangssignal y, und einem Eingangs-
signal y, , beschreibt! (2 Punkte)

Geben Sie fiir das System S; die Systemmatrix A, die Steuermatrix B, die Beobach-
tungsmatrix C und die Durchschaltmatrix D geméfs der Beobachter-Normalform an!

Hinweis: Da es sich bei S§; um ein eindimensionales System handelt, haben die besag-
ten Matrizen ggf. nur eine Zeile oder Spalte. (4 Punkte)

Bitte Folgeseite beachten!
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Die folgenden Teilaufgaben sind von den vorhergehenden unabhingig.

Gegeben sei das System S,, welches durch seine Differentialgleichung

_ye(t> - 2ye(t) + ye(t) - ya(t) - 2ya(t)

beschrieben wird.

d) Erstellen Sie den Signalflussplan des Systems S, in ARMA-Form!

e) Das System S, werde nun mit dem Eingangssignal

yo(t) = e > o (t)

belastet. Berechnen Sie ein mogliches Ausgangssignal v, (t) fiir ¢ # 0!
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(3 Punkte)

(6 Punkte)



12/25



Losung

a) Fiir die Ubertragungsfunktion gilt
k

G,(s) =
1( ) (S_SOOO)<S_SC>01>
mit
keC und s —L(—l—l— ) und s S i(—1— )
ool — \/i J ool ool \/g J
Fiir k erhilt man
k k k k
Gi(0)=2 = =2 = — =2 =——=2 =-=2 =k=2
So005001 S5005000 ’3000| 1
Damit ergibt sich
2
Gy(s) =

[s = (=1+)lls — Hz(=1-j)]
(2: 2 Punkte)

b) Die gesuchte Differentialgleichung lasst sich aus der Ubertragungsfunktion bestim-

men. Es gilt
B 2 Vi)
G = )6 ) Tals)
N Y, (5) = (5sc0 + 5001)5Ya(5) + Spoun Va(5) = 2Y4(5)
N Y, (s) + VESY, (3) + Yals) = 2Yi(s)

Ga(t) + V20, (1) + (1) = 2y.(t) . (L2)
(X: 2 Punkte)

c) Es gilt gemafs Gleichung (L2)

2
Za y(u) — Z b, yé") (t)
n=0
mit
a():l, alz\/ﬁ, a/2:1, b0:2, b1:O und bQZO

Daraus ergibt sich die Zustandsraumdarstellung zu

Z(t) = _Z—Zzl(t) + (bo - b2z—2) Ye(t) =0 29(t) — 21(t) + 2y (1)
a0 =0 = a0+ (=520l = 2000~ V30 +0- ()
w(® = (0. (20) + Zui =00 (2) 10 u),



d)

e)

Fiir die Beobachter-Normalform bzw. fiir A, B, C und D gilt

(5) = (1) -
-0 (35) 1m0

Man liest ab
0 -1 2
A () B(). ooy wa Do
(X: 4 Punkte)

Die Differentialgleichung des Systems S, wird zunédchst zweifach integriert und nach
der Ausgangsgrofie y, (t) umgestellt:

wlt) = —v0) =2 [wtyae+ [ [yaraee [y
= —ve(t) + / (—Zye(t) + /ye(t) dt + 2ya(t)> dt
Anschliefsend kann der Signalflussplan wie in Abbildung L4 erstellt werden.

Ye () B T >ya(t)

1 < 0

x
el
- .

Abbildung L4: Signalflussplan des Systems S, .

(X: 3 Punkte)

Aus der Laplace-Transformation der Differentialgleichung erhilt man die Laplace-
Transformierte des Ausgangssignals in Abhédngigkeit von der Laplace-Transformierten
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des Eingangssignals

_ye(t) - de(t) + ye(t) = ya(t) - 2ya(t)

[

—5?Y,(s) — 25Y,(s) + Yi(s) = s°Y,(s) — 25V, (s)
—s? 925 +1

= Ya(s) = S(S—_Q)Yé(s) :

Gemif’ der Korrespondenztabelle der Laplace-Transformation gilt

1 JE—
s+2

yo(t) =e > -o(t) o—e

Yo(s)

und damit mittels Partialbruchzerlegung

Y()_—32—23+1 1 _A B _C
)= s(s—2) s+2 s s+2 s5—2
= —5* =25 +1=A(s +2)(s —2) + Bs(s — 2) + Cs(s + 2) .

Durch das Einsetzen von 0, —2 und 2 fiir s erhdlt man

1 -7

= d = —.
1 g un C S
Die nun vorliegenden Terme der Laplace-Transformierten des Ausgangssignals kon-
nen mit Hilfe der Korrespondenztabelle riicktransformiert werden, sodass sich das

Ausgangssignal im Zeitbereich ergibt:

11 11 71
Vi(s)= 2t 1 b 7
8= 15T 8572 852

o0—e

B L1 5 7 o
ya<t>—< Lrse L) o

(X: 6 Punkte)
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Aufgabe 3: Zeitdiskrete Signale (16 Punkte)

Gegeben sei das zeitkontinuierliche Signal y; () = 4sinc®(2t).

a) Berechnen Sie das Spektrum Y/ (f)! (2 Punkte)

b) Welche Abtastfrequenz muss hier gemafl dem Abtasttheorem gewéahlt werden, damit
das Ursprungssignal fehlerfrei rekonstruiert werden kann? (1 Punkt)

c) Das Signal y; werde nun mit der Frequenz f, ; = 6 abgetastet. Zeichnen Sie das Be-
tragsspektrum |Y . (f)| des abgetasteten Signals im Bereich —10 < f < 10! (2 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind von den vorhergehenden unabhingig.

Gegeben sei das zeitkontinuierliche Signal y, (t) = ¢ "'l

d) Das Signal y, werde nun abgetastet. Kann eine Abtastfrequenz gemafs dem Abtast-
theorem gewdahlt werden, sodass das Ursprungssignal fehlerfrei aus dem abgetasteten
Signal rekonstruiert werden kann? Begriinden Sie Thre Antwort! (2 Punkte)

e) Das Signal y, werde nun mit der Frequenz f,, = 3 abgetastet. Zeigen Sie, dass die
Anderung des Betragsspektrums durch Aliasing an der Stelle f = 0 ungefdhr 34 %
betrégt.

Hinweis: Y 7 | ﬁ ~ 0,17 (4 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind von den vorhergehenden unabhingig.

Gegeben sei das zeitdiskrete Signal y3 ,, = (0, 1,2, 3) . Die Abtastfrequenz liegtbei fy ; = 1 - 10°.

f) Berechnen Sie die diskrete Fourier-Transformierte Y; , des Signals y; ,, und skizzieren
Sie |Y3 ;! (4 Punkte)

g) Im weiteren Vorgehen soll eine Frequenzauflosung von A f; = 0,2 erreicht werden. Die
Abtastfrequenz sei unverdnderlich. Wie muss die Messung angepasst werden?
(1 Punkt)
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Losung

a)

b)

)

Gemaif! der Korrespondenztabelle der Fourier-Transformation sowie der Symmetrie
F{F{f(t)}} = f(—t) erhdlt man eine Dreiecksfunktion der Breite 4 und Hohe 2 als
Spektrum

yi(t) = dsin®(2) o—e 2dy(—f) = 2d,(f) = Yi(f) .
(2: 2 Punkte)

Gemifl dem Abtasttheorem muss fiir eine vollstindige Rekonstruktion die Abtast-
frequenz mindestens doppelt so hoch gewédhlt werden wie die betragsmaifiig grofite,
im Spektrum vorkommende Frequenz. Es gilt Y;(f) = 0 fir |f| > 2 und Y,(f) # 0
fiir | f| < 2. Also muss fiir die Abtastfrequenz f, ; > 4 gelten. (X: 1 Punkt)

Abbildung L5 zeigt das Betragsspektrum |Y; ,(f)| im Bereich —10 < f < 10.

12 — M.l

d)

v

Abbildung L5: Das Betragsspektrum |Y; ,(f)].

(X: 2 Punkte)

Gemifd der Korrespondenztabelle der Fourier-Transformation erhdlt man das konti-
nuierliche Spektrum

ys(t) = e 2t o o 22 2 s = l% _
(2m)" + (27 f) Tl+ f

Ya(f) - (L3)

Das Spektrum Y, ( f) ist also insbesondere nicht bandbegrenzt und das Abtasttheorem
ist demnach nicht anwendbar. (3: 2 Punkte)
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e)

f)

Die Abtastung des Signals fiihrt zu einer periodischen Wiederholung im Spektrum.
Die periodischen Wiederholungen {iberlappen sich und es kommt zu Aliasing. Der
Wert von Y, ,(0) betrdgt also nicht f, , Y5(0), sondern die Summe aller periodischen
Wiederholungen

Y5.(0) = fapz Z Y50 = nfay) -

Gesucht ist der prozentuale Unterschied der beiden Werte (der relative Fehler), also

Yo (0)] = [fa2 Y2(0)] _ Y2,(0) — fa2 ¥2(0)
|fa,2Y2(0)] fa2Y2(0)

Das letzte Gleichheitszeichen gilt, weil das Spektrum Y, reell und positiv ist.

Fiir das Spektrum des abgetasteten Signals gilt

e}

Yz*(f) = fA,2 Z Yz(f - an,z) .

n=—0oo

Wegen Y;(f) = Y,(—f) erhdlt man

Y5,(0) = fao Z Yo(nfaz) = fa2Ya(0) +2fas- Zyz(ang) .

n=-—00 n=1
Daraus folgt

(L3) =1 1

Yoo (0) = fan Ya(0) = 2fns- Y Y ) =2 T1t (nfas)
5.(0) = fan Y2(0) =2f4 5 ; 2(nfaz) faz: 171'1—0—(an72)2

Mit Y5(0) = 1/7m und fs o = 3 ergibt sich mittels des Hinweises aus der Aufgabenstel-
lung

YQ *( ) fA ,2 }/2 -
~2.0,17=034=34%.
Fas Ya(0 Zl ’
Abbildung L6 veranschaulicht die Verfilschung des Spektrums durch Aliasing. (Die
Abbildung ist nicht verlangt.) (3: 4 Punkte)

Die 4-Punkte-DFT der gegebenen Wertefolge lautet

3
o —j2nk2
Ys = E Y3zn € 4
n=0

. 1 . . 3
BN LTI Py L P L I

Durch einsetzen von 0, 1, 2 und 3 fiir k£ erhilt man

}/23,026 :>|K3,0| :6a
Yin=—2+2] =[Val =2 V2,
}@),2 = -2 :>D/3,2| = 27
Yyz=-2-2] =[¥ssl =2 V2.
Abbildung L7 zeigt |3 4|. (3: 4 Punkte)
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; \ — Y2.(/)
II \\ === fa2 Ya(f)
\
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
, N
’ S
’,/ \\\
——”—” ~~~‘~——
T T T T >
—4 —2 2 4 f

Abbildung L6: Verfilschung des Spektrums durch Aliasing.

A
6 1 4 ® |Y3,k\
2.2 1 ® ®
2 1 ®
|
0 1 2 3 k

Abbildung L7: Das diskrete Betragsspektrum |Y5 ;| .

g) Die Frequenzauflosung ist definiert als Af; = f5 3/IN, wobei N die Anzahl der Abtast-
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punkte ist. Um die Frequenzauflosung bei unveranderlicher Abtastfrequenz zu erho-
hen, muss die Anzahl der Abtastpunkte vergrofsert werden. Es folgt, dass mindestens

10
_ Jas — 5000

N = .
Afy  2.107"

Abtastwerte vorliegen miissen. (Nicht verlangt: Interpretiert man die Frequenz in der
Einheit Hz, muss die Beobachtungszeit also mindestens 5 s betragen.) (X: 1 Punkt)
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Aufgabe 4: Zeitdiskrete Systeme (17 Punkte)

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion

N S
(s —a)(s—b)

eines zeitkontinuierlichen LTI-Systems &) mita,b € Rund a # b.

Gi(s) =

a) Bestimmen Sie eine Ubertragungsfunktion G, (%) eines zeitdiskreten Systems S, aus G (s)
mittels Impulsinvarianz! Die Abtastzeit der Impulsantwort sei hierbei mit ¢, > 0 be-
zeichnet. Geben Sie insbesondere auch das Konvergenzgebiet von G,(z) an!

(4 Punkte)
b) Das zeitkontinuierliche System S; sei stabil. Zeigen Sie, dass dann auch das zeitdis-
krete System S, stabil ist! (3 Punkte)
¢) Berechnen Sie die Differenzengleichung, die das zeitdiskrete System S, charakterisiert!
(2 Punkte)
d) Ist das aufgestellte, zeitdiskrete System &, kausal? Begriinden Sie Ihre Antwort!
(1 Punkt)
Die folgenden Teilaufgaben sind von den vorhergehenden unabhingig.
Gegeben sei die Systemantwort Y, (z) eines zeitdiskreten Systems S; durch
2
-2 —z
Y,(2) = 54— .
¥ =7 5ve
e) Ermitteln Sie die Konvergenzgebiete der z-Transformierten Y, (z)! (2 Punkte)

f) Berechnen Sie die zu Y, (z) gehorige kausale und antikausale Zeitfolge durch Riickfiih-
rung auf Reihen! (56 Punkte)
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Losung

a) DieSchritte zum Aufstellen der Ubertragungsfunktion G, (z) aus G (s) mittels Impuls-
varianz sind folgende:

1) Zunichst wird die Impulsantwort ¢, () mittels der inversen Laplace-Transformation
berechnet. Mittels einer Partialbruchzerlegung erhélt man

1 A B
[ A A PRy
= 1=A(s—b)+ B(s—a) .
Durch das Einsetzen von a und b fiir s erhdlt man A = 1/(a —b) und B = —A.

Damit ergibt sich mittels der Korrespondenztabelle der Laplace-Transformation

1 1 1
GI(S)_a—b(s—a_s—b>

l

(1) = — (¢~ ) ().

2) Alsnéchstes wird die zeitdiskrete Impulsantwort g, ,, durch Abtasten mit der Ab-
tastzeit ¢, der zeitkontinuierlichen Impulsantwort g, () aufgestellt

1

a—>b

- i b [(eatA)n — (ebtA)n] o, . (L4)

3) Im letzten Schritt wird die z-Transformierte von g, ,, mittels der Korrespondenz-
tabelle unter Beachtung des Konvergenzgebietes bestimmt

ton = [ = () ]

I

1 z z . b
G =y (- ) g Bls ] und o> (o).

9o.n = 01 (nty) = (eamA - ebntA> o(nty) =

(X: 4 Punkte)

b) Um zu zeigen, dass das aufgestellte System S, stabil ist, kann folgende Kette von Im-
plikationen aufgestellt werden:

S, ist stabil. = G, hat nur Polstellen mit negativem Realteil.
=a<0 und b<0 unterBeachtungvona,becR
=aty <0 und bty <0
= |e"™ | <1 und || <1
= (7, hat nur Polstellen innerhalb des Einheitskreises.
= 9, ist stabil.

(X: 3 Punkte)
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)

d)

e)

f)

Die Differenzengleichung kann aus der Ubertragungsfunktion G,(z) abgeleitet wer-
den. Zundchst wird G,(z) als Bruch zweier Polynome in =z wie folgt dargestellt

(eatA . ebtA)

z
GQ(Z) - a—b <2,'2 . (eatA +ebtA>Z +e(a+b)tA) .

Mittels des Verschiebungssatzes der z-Transformation erhélt man die Differenzenglei-
chung

_Yi(2)
GQ(Z) - }/e(z)
2 aty | bl (a+b)tn (e —e"a)
= () - (@ M) (2) + Iy () = S
. . eatA . ebtA
ya,n+2 - (e f + ebtA)ya,n+1 + e( o)A ya,n = %ye,n—l—l . (LS)

(X: 2 Punkte)
Durch Umstellen der Gleichung (L5) und durch eine Indexverschiebung n' = n + 2
erhélt man

(eatA . ebtA)

_ atA btA (a+b)tA
ya,n/ - <e te )ya,n/fl —e ya,n,fQ + a—b ye,nl*1 :

Man erkennt, dass das Ausgangssignal y, .- nur von vergangenen Ein- und Ausgangs-
werten abhdngt. Das System S ist somit kausal.

Alternativ kann man auch mittels Gleichung (L4) argumentieren, dass die zeitdiskrete
Impulsantwort g, , fiir negative Indizes zu 0 wird und das System S, somit kausal ist.
(3: 1 Punkt)

Die z-Transformierte Y, (z) besitzt Polstellen bei z = 3 und z = 2. Somit ergeben sich
folgende Konvergenzgebiete:

1) |z| > 3 (kausal),
2) |z| < 2 (antikausal) und
3) 2 < |z|] < 3 (akausal).
(X: 2 Punkte)

Zunichst erfolgt eine Partialbruchzerlegung

B z+1
_— = —Z e —
225246 (z—=3)(z—2)

. A n B
N z—3 z-—2




Die kausale Losung ergibt sich fiir das Konvergenzgebiet |z| > 3:

—4z+ 3z
z—3 z-—2

1 1
BT A

B 50
:—4-%3" 2"+ 3. 22" -

Yoo = (—4-3"+3-2") -0

Die antikausale Losung ergibt sich fiir das Konvergenzgebiet |z| < 2:

n=0 n—=
:4'::0(2)71-&-1_3'”2(%)71—}—1 ‘ n:_n’_l
-1 o - —1 PR
-3 (5 - X G
ni;oo n =—0oo
=4- 3 — Z 2"

(X: 5 Punkte)

25/25



	Aufgabe 1: Kontinuierliche Signale
	Aufgabe 2: Kontinuierliche Systeme
	Aufgabe 3: Zeitdiskrete Signale
	Aufgabe 4: Zeitdiskrete Systeme

