Zuordnungsaufgaben (12 Punkte)

a) Fourier-Transformation Im unteren Bild finden Sie in der rechten Spalte achtmal
(A-H) jeweils ein kontinuierliches Zeitsignal. Leider sind die Fourier-Transformierten nicht
in der richtigen Reihenfolge. Geben Sie zu jeder Zeitfunktion y(t) (A-H) das zugehorige
Spektrum Y (f) (1-8) an.

(0,5 Punkte fiir jede korrekte Zuordnung)
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(4 Punkte)
b) Diskrete Fourier-Transformation

Im unteren Bild finden Sie in der rechten Spalte achtmal (A-H) jeweils ein diskretes Zeit-
signal. Leider sind die diskreten Fourier-Transformierten nicht in der richtigen Reihenfolge.
Geben Sie zu jeder Zeitfolge y, (A-H) das zugehorige Betragsspektrum |Yj| (1-8) an.

(0,5 Punkte fiir jede korrekte Zuordnung)
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(4 Punkte)
c) Zeitkontinuierliche Systeme

Im unteren Bild finden Sie in der linken Spalte vier Pol-/Nullstellendiagramme zeitkonti-
nuierlicher Systeme. Ordnen Sie diesen jeweils die korrekte Impulsantwort (A-D) und den

korrekten Amplitudengang (I-1V) zu. (0,5 Punkte fiir jede korrekte Zuordnung)
(4 Punkte)
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Losung

Fourier-Transformation
1-H
2-E
3-A
4-B
5-G
6-F
7-C
8-D (X: 4 Punkte)

Diskrete Fourier-Transformation
1-D
2-G
3-H
4-C
5-B
6-F
7-E
8-A (X: 4 Punkte)

Zeitkontinuierliche Systeme
1-C-11I
2-A-1V
3-D-I
4-B-11 (X: 4 Punkte)



Aufgabe 1: Kontinuierliche Signale (19 Punkte)

Es sei das folgende periodische Signal gegeben:

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ! : ; : ‘ t
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Abbildung 1: Periodisches Signal x(¢) mit der Periodendauer Ty = 2.

a) Aus Abbildung 1 ist ersichtlich, dass x(¢) > 0 ist. Welche Aussage ldsst sich dadurch
tiber das Maximum des Betragsspektrums machen? (1 Punkt)

b) Besitzt das Signal einen Gleichanteil? Wenn ja, welchen Betrag hat der Gleichanteil?
(1 Punkt)

Das in Abbildung 1 gegebene periodische Signal soll nun durch ein Funktionensystem ap-
proximiert werden. Es stehen folgende Basisfunktionensysteme zur Auswahl:

. k
sin (27TT—0t>
Ccos (2%%1‘)

c¢) Welche Basisfunktionen sind in diesem Fall besser geeignet? Begriinden Sie Ihre Wahl.

Bi(t) = t* und Fe(t) =

(1 Punkt)
d) Approximieren Sie das Signal mit Hilfe des von Ihnen gewihlten Basisfunktionensy-
stems. (5 Punkte)

Hinweis: [ tcos(at) dt = alz cos(at) +t L sin(at) .

Eine weitere Moglichkeit, das Signal x(t) zu approximieren, ist durch die Vorschrift

x(t)= > ckejzn%ot 1)

k=—00

mit den komplexen Fourier-Koeffizienten

gegeben.



e) Die verwendeten Basisfunktionen fiir die komplexe Fourier-Reihe in Gleichung (1)

f)

stellen ein orthogonales Funktionensystem dar. Wie ist ein Vorfaktor A zu wéhlen, um
ein orthonormales System zu erhalten? (keine Rechnung erforderlich) (1 Punkt)

Leiten Sie den Ausdruck fiir die komplexen Fourier-Koeffizienten c; in Abhédngigkeit
der reellen Fourier-Koeffizienten aus der Darstellung fiir die reelle Fourier-Reihe her.
Wie lauten die Zahlenwerte fiir die komplexen Fourier-Koeffizienten fiir x(#)?

(3 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.
Abgebildet ist ein Ausschnitt des Zeitsignals u(f):

8)

h)

A u(t)

0/\/\/\A /\/\/\/\t

—12m—-10r —8m —6m —4m —27m Onr 2mn 47 67 87 107w 127

Abbildung 2: Signal u(t).

Wie lautet die Fourier-Transformierte des Signals? (4 Punkte)
Skizzieren Sie U(f) im Frequenzbereich —m < f < 7.

Wie dndert sich die Signalenergie von U( f) nach Tiefpassfilterung mit einem idealen
Tiefpass der Sperrfrequenz |f| = 5- Hz? Begriindung! (1 Punkt)

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.
Geben Sie fiir die folgenden Ausdriicke je eine Funktion g(t) an, sodass gilt:

y(t) = x(t) xg(t).

) y(t) =x(t)



Losung

(2 Punkte)

a) Nach der Eigenschaft der Fourier-Transformation fiir positive Signale liegt das Maxi-

mum des Betragsspektrums bei f = 0.

b) Man erkennt sofort, dass das Signal x(t) den Gleichanteil %

(X: 1 Punkt)

= ¢y = 1 besitzt.

(X:1 Punkt)

¢) Die Basisfunktionen F; stellen das zur Fourier-Reihe gehtrende Basissystem dar. Die-
ses ist insbesondere geeignet um periodische Signale zu beschreiben. (X:1 Punkt)

d) Aufgrund der Periodizitdt des Signals eignet sich das Basisfunktionenpaar F, zur Ap-
proximation des Signals. Die Berechnung der Koeffizienten fiir die dazugehorige reelle

Fourier-Reihe

_ a0 N k (K
=5 —1—2 {akcos (27TT0t> + by sin (ZHTOt)]

k=1
erfolgt mit
TTO
ay = T% / x(t) cos (ZW%t) dt sowie by = T%
To

Da es sich um ein gerades Signal handelt, gilt by = 0V k. Aus dem ersten Aufgabenteil

ist bereits ay = 2 beziehungsweise % = 1 bekannt.
Mit

2+2t , -2 <t<0
x(t) = T,
2-2t , 0<t<D

ergibt sich durch Rechnung mit Ty = 2 fiir a9 entsprechend:

1 0 1
aoz%/ x(t)dt=/2dt+/2tdt—/2tdt:4—
—1 —1 0

(1) -12=2.



Fiir alle anderen k = 1, 2, 3, ... berechnen sich die Koeffizienten zu:

1 0 1
:1[ x(t) cos (7tkt) ch?:/l (2 + 2t) cos (7tkt) dt+0/ (2 — 2t) cos (7kt) dt

0 1
:/2cos(7rkt) dt—l—/2tcos(7rkt) dt—/Ztcos(ﬂkt) dt.
-1 -1 0

Mit dem unbestimmten Integral:

/ 2t cos (7tkt) dt

7tk 7T 7k 7tk

Z[tM} - ikz/ sin (7rkt) dt :z{tw} - LZ(—l)ﬂLk[cos(nkt)]

z{t%} +2(73()2 {cos(ﬂkt)]

ergibt sich fiir a:

= Z[M} 11

ik
: 0 0
+2 {tw} +2 ! 5 [cos(nkt)}
mk q (k) 1
. 1 1
-2 {tsm (ﬂkt)} -2 L 5 {cos(ﬂkt)}
_ 2(7;{)2 (1 = cos(—k)) — (cos(mk) — 1))
= 4(7;)2 (1 — cos(7k))
1 k
_ 4(7Tk)2 (1 — (1) )
0 , k gerade
o 8 (n}()z , k ungerade °
(X: 5 Punkte)
e) Mit einem Faktor A = —— folgt ein orthonormales Funktionensystem.

JTo
(X:1 Punkt)

f) Mit der Euler’schen Formel

et = cos(kt) +jsin(kt)



sowie
Lot it : Lot ot
cos(t) = 5 (eJ +e7) ) und sin(t) = % (e] —e’) )

ergibt sich die reelle Fourier-Reihe

= k k
x(t) = 012_0 + Z {ak cos (an)t> + by sin (ZNTOt)}
k=1

_ap 1 [ okt —pmkt

. k . k
‘H?kzlj (eJZHTOf o e_JZHTOt>:|

_a_o+i ejznTLOt %—f-% +e—j27er—0t ag by
2 — 2 2 2 2]

Und man erhalt somit die komplexen Fourier-Koeffizienten:
ag g —jbg _ A+ jbx
Co = 5 Cr — 5 und C_ — > .

Mit by = 0 und dem Ergebnis aus der vorangegangenen Aufgabe folgt somit fiir die
komplexen Fourier-Koeffizienten fiir x(t) fiir k ungleich 0:

aj 1
¢y =C_p = —=— =4——, kungerade.
Alternative Losung:
Ty
1] 2k
Cp = = / x(t) e P! gt
To
_T
2
To To
1] k 1] k
_ 1 o K 1 i (o
T / x(t)cos( ]nTOt) dt—i—]TO / x(t)sm( ]nTOt) dt
_T _To
2 2
To Ty
1] k 1 k
=T / x(t) cos (]2n%t> dt—]TO / x(t) sin <]27TT()t) dt
_To _T
2 2
_ % b
—2 2
(X: 3 Punkte)
Aus der Abbildung ldsst sich ablesen (X: 4 Punkte)

u(t) =si(t—2m) +si(t+2m) .



h)

i)
j)
k)
1)

Mit Hilfe der Faltungsdefinition lédsst sich dies schreiben als

u(t):%/oo_oo(5(t—27r—'r)+5(t+27t—T))25i(T) dr
=%@ﬂf—mﬂ*%ﬂﬂ+5a+2M*2mﬂn
:%(5(t—27r)+5(t—1—27r))*ZSi(t).

Durch Anwendung der Eigenschaften der Symmetrie und der Verschiebung im Zeit-
bereich unter Beriicksichtigung, dass sowohl die Cosinusfunktion als auch die Recht-
eckfunktion gerade Funktionen, sind erhélt man:

u(t) = % (6 (£ —27) + 6 (£ + 271)) % 2si(¢)

U(f) = cos (2m2m(—f)) 2rrecty (—f)
= cos (2 27f) 27rect; (f) .

Skizze:
27T+ U(f) 7
0 finHz
_27-[ i | | | | ]
_3 2 1 0 il Z 3
2 21 27 271 27 27

Abbildung 3: Spektrum U(f).

Die Energie des tiefpassgefilterten Signals unterscheidet sich nicht von der Signalener-

gie vor der Filterung, da alle Frequenzanteile erhalten bleiben. (X:1 Punkt)
g(t) =6(t)

g(t) =o8(t—=1)

g(t) = o(t)

g(t) =o(t) —o(t—1)

(X: 2 Punkte)
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Aufgabe 2: Kontinuierliche Systeme (17 Punkte)

Abbildung 4: RLC-Schaltung.

Gegeben sei die in Abbildung 4 skizzierte Schaltung mit R, L, C € R'. Zu Beginn der
Betrachtung befindet sich das System in Ruhe.

a) Stellen Sie mit Hilfe der Zusatzgrofien z1 (t) und z,(t) die Differentialgleichungen auf,
die das System charakterisieren. (3 Punkte)

b) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G(s). Zeichnen Sie anschliefend den Signal-
flussgraphen in ARMA-Form. (2 Punkte)

¢) Berechnen Sie den stationdren Endwert der Impulsantwort g(t) fiir t — co. (1 Punkt)

d) Berechnen Sie die Polstellen der Ubertragungsfunktion. Ist das System stabil? Stellen
Sie hierfiir eine geeignete Beziehung zwischen den Parametern R, L und C und den

Polstellen auf. (3 Punkte)
e) Fiir welche Werte von R, L und C enthdlt die Impulsantwort Schwingungen? Wie
verhélt sich die Sprungantwort beztiglich der Schwingfahigkeit? (2 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.

Im Folgenden sei die Ubertragungsfunktion eines kontinuierlichen Systems gegeben durch:

G(s)

f) Berechnen Sie die Sprungantwort des Systems. (3 Punkte)

S
24 11s+10°

g) Zeichnen Sie den Amplitudengang des Systems in das nachstehende Diagramm ein.
(3 Punkte)

Losung
a) An einem Kondensator gilt mit Q¢ = CUc der Zusammenhang;:
Ic = Qc = CUc.
Fiir die Spannung an einer Spule gilt:
U, =L-Ip.

Angewandt auf die obige Schaltung erhilt man die Gleichungen:

D) =Ca() = a() = 2a(), W) =L u)=n) = ul), @

Ua(t) = R - 2p(t) = 2o(t) = %ua(t) =y (t) = %ua(t) | 3)

11



b)

)
d)

Zusammen mit der Maschengleichung
ue(t) = ua(t) +uc(t) +up(t) = ua(t) +z1(t) + 22(t)L

ist damit das System vollstdndig beschrieben. Setzt man in die beiden Gleichungen (2)
jeweils Gleichung (3) ein, erhdlt man den Zusammenhang;:

) 1 ) L.
z1(t) = C—Rua(t), up(t) = Kua(t) .

Bildet man die erste Ableitung der Maschengleichung und setzt die iibrigen Gleichun-
gen ein, erhdlt man schliefSlich die Differentialgleichung:

1 L
die nur noch das Eingangs- und das Ausgangssignal sowie deren Ableitungen bein-
haltet. (X: 3 Punkte)
Die Laplace-Transformation von Gleichung (4) ergibt
SUu(s) = —— Un(s) + 5 Un(s) + Zs2U(s)
e - CR a a R a
L 1
— (Esz +s+ oz Ua(s)
R
= G(s) = Bl A
Ue (S) s2 + IS + IC
e (t) | N ua(t) .
" ' >
(X: 2 Punkte)
R 2
. . . 9. T I8 _ .
Mit dem Endwertsatz: tlggo q(t) = il_% sG(s) = il_l;l’& o 0 . (X: 1 Punkt)
Die Pole liegen bei

S __ﬂiﬂ/R_z_L__ﬂj“/RzC—‘lL
col2 = 7o 412 LC 2L 412C

Fallunterscheidung reelle /komplexe Pole:

1. Fall: R2C — 4L > 0 = Reelle Pole, Betrachtung des Pols “weiter rechts”.

R R2C — 4L
S0 =57 T\ gz <0
R2C—4L  R2%C
i2c S aLac
= 4L <0
=L>0 immer erfillt.

12



2. Fall: R®?C — 4L < 0 = komplexe Pole, nur Betrachtung des Realteils.

R
Re{se } = —57 < 0  immer erfiillt.

Damit ist das System immer stabil.
(X: 3 Punkte)

e) Damit die Sprungantwort schwingt, miissen die Polstellen konjugiert komplex sein.

Dies ist fiir R2C — 4L < 0 der Fall. (X:1 Punkt)
f)
S s s
H = — e = — .
(s) = 5G(s) 2Rt L 211ls+10 (s+10)(s+1)

Mit der Partialbruchzerlegung ergibt sich:

A B
H(s) = +
S — S0l S — Sc02
A B
HE) = 10t s
=s=A(s+1)+ B(s+10)
—~1=A+B, 0=1A+10B

10 1
A=, B=_-
9 9
0 1 11
H(s) =  — -
= H(s) (9s+10 9s+1)
e—O

(X: 3 Punkte)

g) Erstellen des Bode-Diagramm:s:

52 52 1 52
G(S) = = = s s :
(s+10)(s+1)  (5—5001)(s —So2)  Seo1Sec2 (5 —1)(5%, — 1)
Die beiden Pole ergeben sich zu s.,; = —10, sc2 = —1. Der konstante Faktor liefert
im Bode-Diagramm einen konstanten Offset 20 log ’ 500115002 ‘ = —20. Die doppelte Null-

stelle bei w = 0 ergibt im Bode-Diagramm des Amplitudengangs eine Gerade mit 40
dB/Dekade Steigung, die bei w = 10° die Frequenzachse schneidet. Jeder der Pole
ergibt eine Linie, die bis zur entsprechenden Knickfrequenz [s1| = 10, [Seo2| = 1 kon-
stant null ist und dann mit -20 dB/Dekade abfillt. Die Superposition all dieser Linien
ergibt den approximierten Frequenzgang.

13



Amplitudengang in dB

129 -1 | ----”-io - ---””il : ---””iZ : ---””iS : ---””i4
10 10 10 10 10 10

Kreisfrequenz in Rad/sec

(X: 3 Punkte)
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Aufgabe 3: Zeitdiskrete Signale (21 Punkte)

Eine Stimmgabel dient zum Einstimmen von Musikinstrumenten. Dabei macht man sich
zu Nutze, dass Stimmgabeln beim Anschlagen einen klaren Ton einer bestimmen Frequenz
erzeugen. Um die Eigenfrequenz einer Stimmgabel genau zu bestimmen, ist es notwendig,
dass Sie bei der Untersuchung eine Frequenzauflosung von mindestens 0,01 Hz erreichen.
Sie wollen Messungen durchfithren und diese anschliefiend am Rechner weiter verarbeiten.

a) Wie lange miissen Sie den Ton der Stimmgabel bei einer Abtastzeit von ty = 0,125 s
messen, um das Signal mit Hilfe einer Radix-2-FFT bei der geforderten Frequenzauf-
16sung zu untersuchen? (2 Punkte)

Hinweis: In der Vorlesung wurde ausschlieSlich die Radix-2-FFT behandelt.

b) Thnen steht leider nur halb soviel Zeit zum Messen wie in der vorigen Aufgabe be-
rechnet zur Verfiigung. Durch welche Methode konnen sie dennoch die benétigte Auf-
16sung erreichen? (1 Punkt)

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.
Es sei das kontinuierliche Zeitsignal

s(t) = \/—gsinc <t£)

2 2

gegeben, das ein bandbegrenztes Spektrum S( f) besitzt:

S(f) =0 fiir|f| > B, B:V;.

Um eine giinstige Rekonstruktion zu gewihrleisten, soll s(¢) mit einer Frequenz f; = rfa

(r € IN) abgetastet werden, wobei fo = 2\/T§ gilt.

Das Rekonstruktionsfilter T( f) sei gegeben durch folgendes Ubertragungsverhalten:

oy
() = 27fo +;)27Tf

mit fo =1.

¢) Berechnen Sie die Fourier-Transformierte von s(t) und skizzieren Sie das Spektrum

S(f) und das Spektrum des abgetasteten Signals S, (f) fiir r = 1. (2 Punkte)
d) Wie ist der Grad der Uberabtastung r zu wihlen, sodass die Spektralanteile, die durch
Aliasing entstehen, um mindestens 6 dB geddmpft werden? (4 Punkte)

Hinweis: Nutzen sie als Naherung 1072 2~ 0,5.

e) Zeichnen Sie mit Hilfe Threr zuvor berechneten Losung fiir r die Spektren S(f) sowie
S«(f) zusammen mit T(f) in ein neues Diagramm. (2 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.
Im Weiteren seien das Signal x(t) sowie dessen Spektrum X(f) gegeben:

x(t) = si(7mt) + % siZ<gt> (5)

X(f) =ri(f) +di(f).
Abbildung 5 zeigt das Spektrum X(f).

15
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Abbildung 5: Spektrum X(f) des Signals x(t).

f) Gegeben ist der Frequenzgang eines zeitkontinuierlichen Filters in Abbildung 6. Das

8)

h)

Filter soll nun diskretisiert werden. Skizzieren Sie das Spektrum des zeitdiskreten Fil-
ters H.(f), wenn als Abtastfrequenz fo = 1 Hz benutzt wird. (2 Punkte)

Hinweis: Die Impulsanwort /,, muss nicht berechnet werden.

i » fin Hz

1
1 1
1 2

Abbildung 6: Frequenzgang des Filters H(f).

Das durch Diskretisierung des Signals x(t) aus Gleichung (5) resultierende zeitdiskrete
Signal x,, wird nun mit dem Filter H, (f) gefiltert. Das gefilterte Signal sei x ,,. Berech-
nen Sie zuerst im Intervall }L Hz < f < % Hz das Spektrum des gefilterten Signals
X2 (f) und skizzieren Sie dann das Spektrum X5, (f) fir —1 Hz < f <1 Hz.

(3 Punkte)

Zur Verminderung des Speicherplatzes werde die Abtastfrequenz des Signals x; , hal-
biert (Downsampling). Das heif$t, es gilt

lex = fa/2, X3n = X201, VN EZL.

Skizzieren Sie das Spektrum X3, (f) des Signals nach dem Downsampling.
(3 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.

Gegeben sind die 4 Werte der Funktion y,:

yo =[1,1,-1,-1] .

16



i) Berechnen Sie die DFT Y; = DFT{y,}. (1 Punkt)

Hinweis: Zahlenwerte durch Einsetzen von k = 0, 1, 2, ... miissen nicht berechnet wer-
den.

j) Berechnen Sie die Energie des Spektrums

N-1
k=0
(1 Punkt)
Losung

a) Es gilt fiir die Frequenzauflosung;:

apfa_ 11
N  Ntn T
N > 1 1 = 800

= Afta 0,010,125
= N =1024 =210

zum Anwenden der FFT. Und damit gilt fiir die Beobachtungszeit:
Top = Ntp = 1024 -0,125s5 = 128 s = 2min 8s.

(X: 2 Punkte)

b) Durch Zero-Padding ldsst sich das Signal kiinstlich verlangern, indem an das urspriing-
lich aufgenommene Signal Nullen angehdngt werden. Somit steigt die Anzahl N der
Messpunkte. Da die zusétzlichen Messpunkte den Wert null haben, d&ndert sich weder
die Signalenergie noch die Einhiillende des Spektrums. (X:1 Punkt)

¢) Fir die Fourier-Transformierte ergibt sich:

s(t) :%gsinc(t%g)

S(f) =rect 5 (f).

Abbildung 7 zeigt das urspriingliche Spektrum sowie das abgetastete Spektrum fiir
r = 1. Zusditzlich ist das Spektrum des Filters eingezeichnet (nicht in diesem Aufga-
benteil verlangt).

17
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WE2/E 35 VA 15 0 W V3 BV 23 1V

Abbildung 7: Tiefpassfilter T(f) und Spektren S(f), S, 1(f) mitr = 1.
(X:2 Punkte)

d) Eine Dampfung um 6 dB entspricht (unter Berticksichtigung des Hinweises) einer
Verstarkung von 0,5:

—201og|T(f)| = 6
= |T(f)| ~0,5.

Zunichst gilt es zu bestimmen, bei welcher Frequenz das Rekonstruktionsfilter diese
Verstarkung aufweist:

27Tf0

\T(f)\:'m =0,5.
Mit fy = 1 folgt
i 7
Tl = [k | = YA Los
\/1+f2:%(1+f2>

1+f2=}1(1+f2)2.

Mit der Substitution f = f2 folgt

Lp-af-sy=0 =f=-1v3

4
f=f>=3 =f=-V3vV3.
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e)

f)

Die Losung f = —1 kann vernachléssigt werden, da die gesuchte Frequenz reell sein
soll. Somit ergibt sich f* = /3.

Da die Verstarkung periodisch wiederholter Spektralanteile maximal 0,5 betragen darf,
darf die linke Flanke der ersten periodischen Fortsetzung von S(f) frithestens bei f =
/3 auftauchen. Aus

fa—B>f"
folgt mit B = fTA:

/ 3 5
= fu=rfaz Vi E = VA
Mit fp = \/7§ ist r > 3 und damit f; = %\/§ zu wihlen.
(X: 4 Punkte)

Abbildung 8 zeigt die Zusammenhénge graphisch. Es gilt zu beachten, dass die gestri-
chelt gezeichnete Rect-Funktion keine Losung darstellt, da sie die Mittenfrequenz ?1\/5
hat und r € IN gilt.

(6%
N
T

552333 3 B3 0 1 VB 33 23 B3

Abbildung 8: Tiefpassfilter T(f) und Spektren S(f), S, 3(f) mitr = 3.
(X:2 Punkte)

Eine Abtastung im Zeitbereich entspricht einer periodischen Fortsetzung im Frequenz-
bereich. Durch die Abtastung der Impulsantwort wird also der Frequenzgang peri-
odisch fortgesetzt. Das Abtasttheorem wird dabei eingehalten. (X: 2 Punkte)
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H.(f)

T /\ :
: » finHz

1
2
Abbildung 9: Filter H.(f).

.

.

.

[ P
N[ —

g) Generell gilt:
X2:(f) = Hi(f) - Xu(f) -

Im Intervall 1 < f < I speziell berechnet sich das Produkt zu:

Xoo(f) = (4f —1)- (=2f +2) = —8f2 +10f —2

1
X, (f) = —16f+10=0= f= 2L~

16
1
Xp. (5] =1.
+ ()

Das Spektrum ist in diesem Intervall also eine nach unten gedffnete Parabel, deren
Maximum rechts aufierhalb des betrachteten Intervalls liegen wiirde. Fiir das Intervall
OHz < f < % Hz ist das Produkt gerade null und aufgrund der Symmetrie und peri-
odischen Fortsetzung ergibt sich das unten abgebildete Spektrum. (X: 3 Punkte)

Xa:(f)
A

p fin Hz

Abbildung 10: Spektrum X5, (f) des gefilterten Signals.

h) Das Downsampling entspricht einer idealen Rekonstruktion des Signals durch Recht-
eckfensterung im Frequenzbereich und anschlieBender Unterabtastung mit f). Da-
durch erhélt man: (X: 3 Punkte)

X3:(f)
A

2
2

p finHz

N[—
N|—
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i)

Zy o ]27‘[k”
—1e0 f1e 127k _1ei27F _1e7i27%
—1—(—1)f+1e12m —1627
=1— (1) —2jsin (%%) .

(X: 1 Punkt)
j) Es gilt mit dem Parseval’schen Theorem
N-1
Y| —NZ > =4(14+14141) =16.
k=0
(X: 1 Punkt)
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Aufgabe 4: Zeitdiskrete Systeme (15 Punkte)

Ein reelles, kausales, zeitdiskretes System S wird durch das Blockschaltdiagramm in Bild 11

beschrieben.
Xn Wn Yn
1
+
1
Abbildung 11: Zeitdiskretes System S.
a) Stellen Sie unter Verwendung der Hilfsgrofie w,, die Differenzengleichung fiir vy, in

b)
)

d)

e)
f)

8)
h)

Abhangigkeit von v,,_1, ¥,—2, X, und x,,_1 auf, die das System beschreibt. (2 Punkte)

Hinweis: Stellen Sie zunéchst Differenzengleichungen fiir w, und v, auf und berech-
nen Sie deren z-Transformierte.

Wie lautet die Ubertragungsfunktion des Systems? (1 Punkt)

Geben Sie eine Zustandsraumdarstellung des Systems an. Wihlen Sie hierfiir die Zu-
standsgrofien wie folgt:

Z1n+1 = Wn
Z2n+1 = Z1,n -

(2 Punkte)
Uberpriifen Sie Thr Ergebnis aus Aufgabenteil b), indem Sie die Ubertragungsfunktion
des Systems aus der Zustandsraumdarstellung bestimmen. (2 Punkte)

Bestimmen Sie die Pol- und Nullstellen der Ubertragungsfunktion G(z). (1 Punkt)
Skizzieren Sie das Pol-Nullstellen-Diagramm der Ubertragungsfunktion G(z).

(1 Punkt)
Ist das System stabil? (Begriindung). (1 Punkt)
Ist das System minimalphasig? (Begriindung). (1 Punkt)

Das System wird mit dem Signal

1 n
() e

angeregt.

i)

Wie lautet das Ausgangssignal y, des Systems S? Geben Sie das Ergebnis mit reellen
Zahlen an. (4 Punkte)
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Losung

a) Fiithrt man oberhalb des oberen Verzogerungsgliedes die Zustandsgrofie w,, ein, so

erhélt man die beiden Differenzengleichungen

Wy = Xy + Wy1 — Wy—2 Yn = 8wy — wy 1

bzw. deren z-Transformierte

W) (1-z1'+z3) =X(z) Y =Wz (8-z1).

Setzt man W(z) aus der ersten Gleichung in die zweite ein, so erhilt man die Beziehung

zwischen Y(z) und X(z):

8-z
1z 1422

Y(z) X(z).

Durch Riicktransformation erhélt man die Differenzengleichung:

Yn — Yn—1+ Yn—2 = 8xp — Xy_1.

b) Aus Gleichung (6) erhilt man sofort die Ubertragungsfunktion:

822 — z

G(Z):—ZZ—z+1'

c¢) Mitder Wahl zy ;41 = w, und 25 ,+1 = 21 ,, folgt:

Zin4l = Wn = Xp+Z1n — 220
L2+l = Zln
Yn = 8wy, — Z1n
und mit Gleichung (7)

Yn = 8xy+721,—822,.

Damit entsteht die Zustandsraumdarstellung:
Zl,n—|—1 o . 1 -1 1
(ZZ,nJrl ) =Zp41 = (1 0 )Zn+(0 Xn
——— ——

yn = (7,-8)zn+ (8) xu.

23
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(X: 2 Punkte)

(X: 1 Punkt)

(7)

(X: 2 Punkte)



d)

e)

f)

8)

h)

»
L

Abbildung 12: Pol-Nullstellen-Diagramm.

Es gilt fiir die Ubertragungsfunktion die Formel:

G(z) = C(zI-A)"'B4+D=(7,-8) ( Z__ll L )_1 < (1) ) + (8)
1 z -1

= (8)+<7I—8>m<1 2_1)(0)
8(z2—z+1)+7z—8  z(8z—1)
zZ—z+1 S Zoz+l

Dies entspricht der Losung aus Teilaufgabe b). (X: 2 Punkte)

Die Pol- und Nullstellen berechnet man aus dem Zahler- bzw. Nennerpolynom.

z01 =0; 20,2:%; zoo:%ij\/?g.
(X:1 Punkt)
Hieraus ergibt sich das Pol-Nullstellen-Diagramm in Abbildung 12.
(X: 1 Punkt)

Das System ist nicht stabil, da die Pole nicht innerhalb des Einheitskreises liegen.
(X: 1 Punkt)

Das System ist nicht minimalphasig, da die Nullstellen zwar innerhalb des Einheits-
kreises liegen, das System allerdings nicht stabil ist (Definition Minimalphasigkeit).
(X:1 Punkt)

Das Eingangssignal




erzeugt das Ausgangssignal:

2_z4+1

2 _
Y(2) = G(z) - X(z) = 22 —*
_ 8z(z — g
B 822
Ausklammern von z ergibt:
8z
Y@ =27
3
I
V3z22—z+1
o—e
y(t) =8 2 " sin (nz) o,
V3 3) %

2_z4+1

z2—z4+1"
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Aufgabe 5: Gemischte Aufgaben (16 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind voneinander unabhingig.
a) Welcher Bedingung muss die Abtastzeit t5 geniigen, damit bei der Abtastung des
Signals y(t) mit fo = 40Hz und f; = %,
y(t) =1+ cos(2mfot)2sin(27fit),
das Abtasttheorem erfiillt wird? (2 Punkte)
Hinweis: sin(a) cos(b) = 1 (sin(a — b) +sin(a + b)) .

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.
Es sei eine Folge

xy =2-"3g,

wie in Abbildung 13 gegeben. Dabei steht | /3] fiir die grofite ganze Zahl k, fir diek < n/3
gilt.

Abbildung 13: Zeitfolge x;,.

b) Bestimmen Sie die z-Transformierte X(z) und vereinfachen Sie das Ergebnis so weit
wie moglich. (4 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.

c) Geben Sie an, ob die folgenden Systeme linear, zeitinvariant und kausal sind. Das Ein-
gangssignal ist jeweils mit x, das Ausgangssignal mit y bezeichnet. Eine tabellarische
Ubersicht mit ja/nein ist ausreichend.

1) n-y1+3yn=xn+x,11 x, yeR, nez
() y(t)=t*+cos(x(t—3)) t x, yER
(4 Punkte)
(3) y(t) = eXttl) t, x, yeR
4) y(t+1)=ax(t)+5 t, x, y, a€R
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Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.
d) Uberpriifen Sie mit Hilfe des Residuensatzes die Korrespondenz
1 _
oo T == 2001, |z >a

der z-Transformation fiir eine kausale Zeitfolge. (3 Punkte)

Y(z) =

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.
Ein zeitdiskretes Filter mit dem gleichen Amplitudengang wie

(2> — 4z + 8)
= DE- ]

soll zur Verarbeitung von Audiodaten eingesetzt werden.

Gl(Z) =

e) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion des Filters G,(z), welches bei gleichem Am-
plitudengang die kleinstmogliche Phasenzunahme in jedem Frequenzintervall besitzt.

(2 Punkte)
f) Wie heiflt das System, mit dem G;(z) multipliziert werden muss, um Gi(z) zu erhal-
ten? (1 Punkt)

Losung

a) Das Signal besteht aus einem Gleichanteil und zwei Schwingungen.
y(t) =1+ cos(2mfot)2sin(27f1t) = 1+ sin(27t(f1 — fo)) + sin(27t(f1 + fo)) -

Da fiir beide Frequenzen fy,f; > 0 gilt, ist die hochste im Signal vorkommende Fre-
quenz fy + f1 = 50Hz. Hieraus folgt aus dem Abtasttheorem die Bedingung fa >
100 Hz fiir die Abtastfrequenz und die Bedingung t5 < 10 ms fiir die Abtastzeit.

(X: 2 Punkte)

b) Durch Einsetzen der Folge x;, in die Definitionsgleichung der z-Transformation erhalt
man mita =21

o0 o0 (ee]
X(Z) _ Zanz—Sn + Za Z—(3n+1) + Z a Z—(3n+2)
n=0 n=0 n=0

- () S ()

n=0
1. 2 1
= (1 +z 4z > 7
1— 4a
z3
4224z
n 22 —a
(X: 4 Punkte)
<) i _ i (X: 4 Punkte)
System | linear | zeitinvariant | kausal
(1) ja nein nein
(2) nein nein ja
3) nein ja nein
4) nein ja ja
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d) Die Rucktransformation mittels des Residuensatzes lautet

Yn = Z Res{Y(2)z" 1 zoi }.

1. Furn < 0isty, = 0, da es sich um eine kausale Folge handelt.

2. Fiirn > 1ist z = a der einzige (doppelte) Pol der Funktion Y (z)z"~! und es folgt

zZ—a

n—1
Yn = Res {(zz——a)z;z = a} = lim é{z”_l} = (n—1)a"2

3. Fiir n = 0 ergibt sich

1 1 1 -1
:R _— = R _— = = — _— = .
Yo es{z(z_a)2,z O}+ es{z(z_a)z,z a} az—i— ) 0
(X: 3 Punkte)

(z—3) (22 —z+3) .<Z—\/L§ejz> (z—\/—ge_jﬂ .

Minimalphasensystem=G, Allgass

(X: 2 Punkte)

f) Gy(z) muss mit einem Allpass multipliziert werden, um G (z) zu erhalten.
(X:1 Punkt)
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