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Aufgabe 1: Kontinuierliche Signale (22 Punkte)

Gegeben seien auf dem Intervall (0,27) die Funktionen x (), x,(¢) und x5(f):

xy(t) X(t) x3(t)
1 1 1
0 t 0 t 0 t
-1 -1 -1
0rt 17 27 0r 17 27 07t 17 27
(a) Funktion x; (f). (b) Funktion x,(t). (c) Funktion x5(t).

Abbildung 1: Gegebene Funktionen x; (), x,(t) und x3(t).

Auflerhalb des Intervalls (0,277) seien die Funktionen x;(#) = 0.

a) Handelt es sich bei den Funktionen x (), x5 () und x3(f) um Energiesignale? (Begriin-
dung) (1 Punkt)

Die folgende Teilaufgabe kann unabhingig von der vorhergehenden geldst werden.

b) Bilden die Funktionen x;(t), x,(t), x3(¢) auf dem Intervall (0, 277) ein orthogonales
System? Priifen Sie hierzu, ob die entsprechenden Innenprodukte verschwinden. Neh-

men Sie an, dass es sich bei den gegebenen Funktionen um Energiesignale handelt.
(3 Punkte)

¢) Bilden Sie unter Verwendung des Ergebnisses von Teilaufgabe b) ein orthonorma-
les Funktionensystem 4 (t), ®,(t), P5(t) aus x;(t), x(t), x3(f), indem Sie das Gram-
Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren anwenden. (7 Punkte)

Hinweis zu den Aufgabenteilen b) und c):
Fsin (k) it = }(o - S22)

f sin(at)sin(be) di = S Srllecn

Die folgende Teilaufgabe kann unabhingig von den vorhergehenden gelost werden.

d) Wozu lassen sich orthogonale Funktionensysteme verwenden? Worin liegen die Vor-
teile von Orthonormalsystemen? (1 Punkt)

Die folgende Teilaufgabe kann unabhingig von den vorhergehenden gelost werden.

e) Welches Phanomen kann bei realen Systemen bei der Riicktransformation der Fourier-
Transformation in den Zeitbereich auftreten? Wo tritt dieser Effekt auf? (1 Punkt)

Die folgende Teilaufgabe kann unabhingig von den vorhergehenden gel6st werden.

Gegeben sei das kausale System S mit der Impulsantwort fiir t > 0:

P 1<10
8s () =

0 , sonst.



f) Skizzieren Sie gg (t) fiir t; = 0. (1 Punkt)

g) Bestimmen Sie t, € Z, so dass das System S stabil ist und priifen Sie die Stabilitdt im
Grenzfall durch Rechnung. (2 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe kann unabhingig von den vorhergehenden gelost werden.

Es sei die Funktion y(t) gegeben:

()= ——
! @r+ijt)?*
h) Zeigen Sie im Frequenzbereich die Mittelwertfreiheit des Signals y(t). (3 Punkte)

i) Beweisen Sie durch zweimaliges Anwenden der Hilbert-Transformation auf die Funk-
tion y(t) und unter Berticksichtigung des Ergebnisses aus der vorhergehenden Teilauf-
gabe den Zusammenhang

H{H{y(t)}} = —y(t),

wobei H{-} dem Hilbert-Operator entspricht. (3 Punkte)

Hinweis: Sollten Sie Aufgabenteil h) nicht gelost haben, nehmen Sie fiir das Signal y(¢)
Mittelwertfreiheit an.



Losung

a) Ein Energiesignal muss die folgende Bedingung erfiillen:
/@mmﬂw:/mm|w<w (L1)

Alle drei Funktionen sind auf dem endlichen Intervall (0,27r) definiert, beschrankt
und nehmen sonst den Wert 0 an. Daraus folgt, dass Gleichung (L1) erfiillt ist. Es han-
delt sich also um Energiesignale. (X: 1 Punkt)

b) Aus Abbildung 1 ist sofort ersichtlich, dass die gegebenen Funktionen ein orthogo-
nales Funktionensystem bilden. Priifen auf Orthogonalitdt der Funktionen x; (¢),x,(f)
und x3(t) durch Rechnung (erforderlich!):

00 27
(2, (£), % (£)) = / (D5 (E) dt = / sin (1) sin (£) dt
—00 0
_ sm((%—l) t) _sin(<%+1> t) 27120
(i) 200 |,
00 3
(2, (£), x3(H)) = / oy (D5 (F) df = / sin (1) sin (2¢) dt
—00 0
S sm((%—Z t>_sin<<%+2>t> 2n:O
(7 2 ,
00 3
() (D) 55()) = / o(H)xi(F) dt = / sin (£) sin (2¢) dt
—00 0
:[sin((l —2)t) sin((1+2) t)r” .
2(1-2) 20+2) |,

Da alle Innenprodukte gleich null sind, handelt es sich bei dem angegebenen Funktio-
nensystem um ein orthogonales System (jeweils ein Punkt pro Rechnung).

(X: 3 Punkte)



¢) Zunichst werden die Innenprodukte der Signale mit sich selbst berechnet (je 1 Punkt):

(x1(1), x1(t)) :/ooxl(t)xi(t) dt = /°°|x1 dt = /\sm g dt
::/nsinz (£) dt = E-@Kﬂ —
(xa(t), x5(t)) /ooxz X (t) dt = /°°|x2 dt /|sm
27 7T
0 sin’(t) dt B (t— sméZt))K =7

27
(x5(1), x5(t)) = /x3 )5 (1) dt = /|x3 olt:/ysin(zt)y2 dt
0

27T

:0/sin2(2t) dt = [%—#}m:ﬂ

0
Mit dem Ergebnis aus Teilaufgabe b) und der Norm eines Signals in L, ,
1
()] = ({x;(#), x:(£)))*

kann nun das Gram-Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren angewandt wer-
den (je ein 1 Punkt pro Ergebnis und 1 Punkt fiir das Verfahren):

() x(t)

*=oT = vr
()
@20 =T, 0]
hy(t) =x5(t) — (xp(t), P1(£)) D1 (t) = x,(t)
_ox(t) xo(t)
®0) =L,0T = V=
 ha(t)
() <, 1
o) =xa(t) — (xa(8), @4 (1)) Dy (1) — (x5 (1), D3(8)) s (1)
=x3(t)
x3(t) x3(t)
=0l = Va

(X: 7 Punkte)

d) Orthogonale Funktionensysteme kann man verwenden, um Funktionen zu approxi-
mieren. Der Vorteil orthonormaler System besteht darin, dass fiir Sie die Gram’sche
Matrix zur Einheitsmatrix wird und sich somit die Koeffizienten a; mit

N
Vy= Z a;Xx;
i=1



e)

f)

g)

h)

direkt aus z = Ga ablesen lassen, wobei G die Gram’sche Matrix und z die Innenpro-
dukte von y mit den Basisvektoren x; darstellt. (X: 1 Punkt)

Das Gibbs’sche Phanomen tritt in realen Systemen an Sprungstellen auf. (X:1 Punkt)

Abbildung L1 zeigt die Impulsantwort fiir ¢, = 0. (X: 1 Punkt)
8s(t)

10

Abbildung L1: Impulsantwort gg(#).

Fiir ty = 0 ist das System wie in Abbildung L1 ersichtlich nicht stabil. Die Bedingung
fiir absolute Integrierbarkeit (Stabilitdtskriterium) ergibt:

/:, 85 ()] dt = /OOOH dt = [In(#)};” = In(10) — In(0) = co.

Fiir ty = —1 ergibt sich:

/O; 195 (8) dt:/ooo'H—l‘ dt = [In (1 + 1] = In(11) — In(1) = In(11) < co.

Aufierdem gilt fiir £y < —1 sowie 4, > f;, (nicht verlangt):

/_ o:o 34, ()] dt > /_ O:o 81, ()]t

Fiir t; < —1ist das System also stabil. Die Losung ¢, > 10 wird ebenfalls gewertet.

(X: 2 Punkte)
Es gilt:
1 —at

———— e te *o(t).

(a+27j f)
Skalierungseigenschaft:

I T o(t27).

27t] (a+j f)?



i)

Symmetrieeigenschaft sowie a = 27:

1 2 —47‘(2(—f)
——  O0—e —4r o(—f2mr
z jt)2 fe (—f2m)

1 2 47(2f
— O—e —4r o(—f).

(2 jt)2 fe ( f)

Man erkennt sofort, dass Y(0) = 0 und somit Mittelwertfreiheit gilt.

Fourier-Transformation ergibt:

H{H{y()}} = g(t) xg(t) xy(t) o—e Y(f)G(F)G(f)-
Mit der Ubertragungsfunktion

G(f) = —jsign(f)
ergibt sich:

0, =0
G(FIG(f) = { N
—1, sonst.
Mit Y(0) = 0 und L2 gilt also:

F{H{H{y(O 1} = Y(HG)G() = —Y(f)

und durch Riicktransformation

H{H{y()}} = —y(t).
Ohne Mittelwertfreiheit gilt fiir f = 0:

Y(0)G(0)G(0) =0 # —Y(0)

FAH{H{y(O) 11} # F{-y(D)}

(X: 3 Punkte)

(L2)

(X: 3 Punkte)



Aufgabe 2: Kontinuierliche Systeme (11 Punkte)

Gegeben ist das in Abbildung 2 gezeigte LTI-System mit der Ubertragungsfunktion G(s).

Ye(t) Ya(t)
» G(s) b

Abbildung 2: LTI-System.

AufBlerdem sei die Sprungantwort /() mit

ht) = —e 2! (cos (%t) — sin Gt)) , t>0,

gegeben.

a) Bestimmen Sie die Impulsantwort g(t) des Systems. (1 Punkt)

b) Berechnen Sie aus der Impulsanwort mittels der Korrespondenztabelle die Ubertra-
gungsfunktion G(s). (1 Punkt)

c) Skizzieren Sie das Pol-/Nullstellendiagramm. Ist das System stabil? (2 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe kann unabhingig von den vorhergehenden gelost werden.
Es sei nun die Ubertragungsfunktion G, (s) des Systems S; mit

s+ 3
G1(S):2—21
S +S—|—§

gegeben. Gesucht ist das stabile System S,, sodass das Gesamtsystem S Allpasscharakter
aufweist. Abbildung 3 stellt den Zusammenhang zwischen den Systemen graphisch dar.

wll) 0

9p)
—

\ 4

95}
N

\ 4

Abbildung 3: System S.

d) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion G, des Systems S,. (3 Punkte)
Die folgende Teilaufgabe kann unabhingig von den vorhergehenden gel6st werden.

e) Geben Sie mit Hilfe des Verfahrens der Pol-/Nullstelleniibertragung eine zeitdiskrete
Darstellung des Systems S; fiir t, = 7t an. Vereinfachen Sie den Ausdruck so weit wie
moglich, indem Sie

1
/ 1y
z —=zeZA

substituieren. Der Proportionalitdtsfaktor muss nicht berechnet werden. (4 Punkte)



Losung

a) Die Impulsantwort ergibt sich aus der Ableitung der Sprungantwort:

01 5(10) (- (== (3) - (3)))
) e () ot (e () )

(X: 1 Punkt)

b) Fiir die Ubertragungsfunktion ergibt sich mit Hilfe der Korrespondenztabelle

e oo (L
g(t) =e 2" cos (215)

l

s+1
S +S+§

(X: 1 Punkt)

¢) Die Pol- und Nullstellen von G, (s) ergeben sich zu:

1
501 =" 5

1 .1
Soo,1:_§+]§’

1 .1
SOO/ZZ—E—]E.

Das zugehorige Pol- und Nullstellendiagramm ist in Abbildung L2 zu sehen.
Das System ist stabil, da die Realteile der Polstellen negativ sind. (X: 2 Punkte)



Abbildung L2: Pol-/Nullstellendiagramm von G(s).

Alternativlosung

Die Impulsantwort ergibt sich aus der Ableitung der Sprungantwort:

g(t) zé <h(t)) = % (( et (Cos Gt) — sin (%t)) >U(t)>
= e%t% <Cos (%t) — sin (%t)) O (—% sin (%t) - %cos Gt)) o(t)

(X: 1 Punkt)

Fiir die Ubertragungsfunktion ergibt sich mit Hilfe der Korrespondenztabelle

_s+}
T2, .1
S +s+%

2
—s

s+l

Auf diese Losung kommt man auch mit dem Ansatz G(s) = sH(s).
(X: 1 Punkt)

10



d)

Die Pol- und Nullstellen von G, (s) ergeben sich zu:

Sp,12 =0,
Soo,l =
S00,2 =
(Diagramm) (X: 2 Punkte)

Der Amplitudengang G(s = 27tj f) des Systems S muss fiir alle Frequenzen gleich
eins sein:

IG(A)] =1.
Mit den Pol- und Nullstellen von G, (s):
sy — L
011 — 2
L1 .1
oo0,11 — 2 ) 2
1 1

So12 =" 5 i3

wihlt man G, (s):

2 ) .
s+ (s = (=3)
mit
1 .1
50,2125—15,
1 .1
50,22:§ ]E’
1
500,21:—5-

Laut Skript 5.179 muss fiir ein Allpasssystem die Bedingung
So = ~ Sco 7 (L3)

1 .1 1 . 1\" «
5021 =5 715 = (75715 ) T P11
SR TS SO TS A R
022 =5 T]5 = 5 T)5 ] T TSen2
gelten. Dies ist mit der oben gewihlten Ubertragungsfunktion fiir G,(s) erfiillt. Bei

Wahl von s, »; unter Berticksichtigung von (L3) wiirde sich ein instabiler Pol ergeben.
Daher wihlt man s, 51 = sy1; und kiirzt die entsprechenden Terme.

Also ergibt sich mit
) (- 0G4D) (s-G-id) (s+3)
TS T ) (- i) ()
_ (-G+iD) (s-G-ib)
(s=(3+iD) (s~ (3 -iD)

11



e)

ein stabiles Allpasystem. Die Triviallosung sy, = s, wird nicht als Losung gewer-
tet. (X: 3 Punkte)

Die Pole und Nullstellen werden entsprechend der nichtlinearen Abbildung
z=ea

{ibertragen. Bei der Ubetragung ist darauf zu achten, dass der Zihlergrad von G(s)
kleiner als der Nennergrad ist und man eine Nullstell fiir s = co erhélt. Es ergibt sich
tiir die zeitdiskrete Darstellung

(Z B e_%t’“) (z + 1)
e (z — el %)t”‘> (z ENES =5 %)m)
<Ze%tA - 1) (ze%fA + e%tA>
<Ze%tA — eﬂ%tA) (ze_%tA _ %tA> '

=k

1
Mit der in der Aufgabenbeschreibung genannten Substitution z’ = z e2’A sowie t, = 7
ergibt sich:

()
~~
N
N—
I
=~
/N
N\
|
—_
N——
aum
N\
_|_
N
N—

(X: 4 Punkte)

12



Aufgabe 3: Zeitdiskrete Signale (26 Punkte)

Gegeben sind die drei in Abbildung 4 gezeigten diskreten Fourier-Transformierten Y7 , Y; &
und Yj ; tiberlagerter harmonischer Schwingungen der Léange N = 16. Die Abtastfrequenz
betrdgt f, = 16.

Y1k Yok Y5kl
16} @ o1 16F 16}
4p - fo e E I V] S e LA
Q )
12f v ! R V) S 12f e o
10f v 1 A0f 10f v e
st @ ° b ] EERIPIRISY INRPRRRPEPEPIPIRION] (RN
6 ““““““““““““““““““““““““ 6 ““““““““““““““““““““““““““““ 6 “““““““““““““““““““““““““
4 ““““““““““““““““““““““““ 4 ““““““““““““““““““““““““““““ 4 ““““““““““““““““““““““““
2 ““““““““““““““““““““““““ 2 “““““““““““““““““““““““““““ 2 ““““““ ta el l .4
obololosoooss . 0 CTT?c-”---?TT 0‘?TT TTTTT TT"
0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15
k k k

Abbildung 4: Diskrete Betragsspektren |Yq |, |5 ;| und [Y3].

a) Bei welchen der Spektren tritt der Leckeffekt auf? Begriindung! (3 Punkte)

b) Welcher Zusammenhang muss bei Betrachtung einer harmonischen Schwingung zwi-
schen Schwingfrequenz und Frequenzauflosung gegeben sein, damit bei der DFT kein
Leckeffekt auftritt? (1 Punkt)

Die folgende Teilaufgabe kann unabhingig von den vorhergehenden gelost werden.

Weiterhin seien nun die Abbildung 5 zu entnehmenden drei zeitdiskreten Signale y 4 ,,, 3 ,,
und yc , gegeben.

¢) Ordnen Sie den Spektren in Abbildung 4 ihre entsprechenden zeitdiskreten Signale
zu. (3 Punkte)

d) Bestimmen Sie die Energie des Signals yc ,,. (3 Punkte)
Die folgende Teilaufgabe kann unabhingig von den vorhergehenden gelost werden.

e) Bestimmen Sie das zum Spektrum Y; ; gehdrende zeitdiskrete Signal y, ,,, indem Sie
Y1, als eine Linearkombination von zeitdiskreten Signalen der Form

Y1y = Z a;sin(27nf;)
i

darstellen. Bestimmen Sie die Faktoren 4;, indem Sie a; = 2A wihlen und alle weiteren
a; in Abhdngigkeit von A ausdriicken. (3 Punkte)

13



Abbildung 5: Zeitdiskrete Signale y ,,, ¥5 , und yc ,,-

Die folgende Teilaufgabe kann unabhingig von den vorhergehenden gelost werden.

Gegeben sei das zeitkontinuierliche Signal y(t) mit dem in Abbildung 6 gezeigten Spektrum.
Der Nutzbereich des Signals beschréankt sich auf das Frequenzband [— fy , f , wobei

N = % die Nyquist-Frequenz ist.

—8fa —4fa “2fa=fa=N O fn fa 2fa 4fa 8fa
Abbildung 6: Betragsspektrum |Y(f)|.

Das Signal y(t) soll in einem Digitalrechner verarbeitet werden. Um das Frequenzband des

Spektrums zu begrenzen, soll das Signal in einem Vorverarbeitungsschritt zundchst analog

gefiltert werden. Gegegeben seien hierfiir die in Abbildung 7 dargestellten analogen Anti-
Aliasing-Filter G;(f) und G,(f).

f) Welches Filter soll zur analogen Filterung genutzt werden, damit keine relevanten Sig-
nalanteile unterdriickt werden? Begriindung! (1 Punkt)

Nach der analogen Filterung erhalten Sie nun das Signal y,(t), dessen Spektrum Y,(f) Sie
in Abbildung 8 sehen.

14



16|

0

f

—2fa —fa=fn 0 N fa 2fa
Abbildung 7: Analoge Anti-Aliasing-Filter G, (f) und G,(f).

15

|G (f)]
. . .
0 — —— f
—2fa —fa—-fNn 0 fN fa 2fa



Y2 (f)

—8fa —4fa “2fa~fa=INO I fa 2fa 4fa 8fa
Abbildung 8: Betragsspektrum |Y5(f)|.

g) Um das Signal y, () digital zu verarbeiten, soll es nun abgestastet werden. Wihlen Sie
eine geeignete minimale Abtastfrequenz f, = rfs mit# € IN so, dass kein Bandiiber-
lappungsfehler auftritt und skizzieren Sie das Betragsspektrum |Y5,(f)| des abgetas-
teten Signals yﬁ/n im Bereich [-8f4 , 8fa . (3 Punkte)

Das abgetastete Signal soll nun anschlieffend mit einem zeitdiskreten Filter hoher Flanken-
steilheit auf das Nutzband begrenzt werden. Hierzu steht ihnen ein idealer Tiefpass mit der
Grenzfrequenz f, und der kontinuierlichen Ubertragungsfunktion Grp(f) zur Verfiigung.

h) Um das Tiefpassfilter zu nutzen, soll dieses nun durch Abtastung seiner Impulsant-
wort grp(f) mit der in Aufgabenteil g) gewdhlten Abtastrate diskretisiert werden.
Skizzieren Sie das Spektrum Gip(f) des abgetasteten Filters g"/l"P,n mit einer sinnvoll
gewihlten Grenzfrequenz (Tipp: Interessierenden Frequenzbereich beriicksichtigen!).

(3 Punkte)
Das Signal 5 , wird nun mit dem Tiefpass grp(t) gefiltert:
/ / /
Zy = Yon *&8TPm -
i) Skizzieren Sie das Betragsspekrum |Z.(f)| des gefilterten Signals. (3 Punkte)

Das Signal z,, wird nun durch Downsampling auf die einfache Abtastfrequenz zuriickge-
bracht, damit Speicherplatz gespart werden kann:

/
Zin = Zpp -

j) Skizzieren Sie das Betragsspektrum |Z,(f)| des Signals nach dem Downsampling.
(3 Punkte)

16



Losung

a)

b)

)

d)

e)

f)

Im Spektrum des Signals Y3 ist der Leckeffekt deutlich an der Verschmierung des
Spektrums erkennbar. Bei den Spektren Y, ; und Y j tritt kein Leckeffekt auf.
(X: 3 Punkte)

Das Verhiltnis von Schwingfrequenz f;, und Frequenzauflosung Af,

g—? = foNtu,
muss ganzzahlig sein. (X: 1 Punkt)

Es git:

Yl,k (f ) —0O ¥ Cn
YZ,k (f ) —O Yy An
Y3,k (f ) 0 vy Bn -

Man erkennt in den Spektren |Y; ;| und |Y, ;| mit Ay = % = 1 die Frequenz f = 2

als die charakteristische Frequenz. Dadurch lassen Sie sich den zeitdiskreten Signalen
Ya, und yc, zuordnen. y, , hat eine deutlich geringe Signalenergie und ist daher
Y, x| zuzuordnen. Bei der diskreten Fourier-Transformierten |Y; ;| ist der Leckeffekt
deutlich erkennbar. Bei yp ,, handelt es sich nicht um ein ganzzahliges Vielfaches einer
Periode. (Alternativ: AusschlufSverfahren). (X: 3 Punkte)

Mit Hilfe des Satzes von Parseval gilt fiir die Energie eines Signals

N—-1 5 1 N-1 )
Sl = 55 3
n=0 k=0

Aus Abbildung 4 liest man |Y; ;_,| = 16 und |Y;;_4| = 8 ab. Es ergibt sich fiir die
Energie des Signals mit N = 16:

15~y 2 1 2 2
N2 Y =< <2-16 +2-8 ) — 40.
(X: 3 Punkte)
Das Signal setzt sich aus zwei harmonischen Schwingungen unterschiedlicher Fre-

quenz und Amplitude zusammen. Das Signal hat Signalanteile bei den Frequenzen
f1 =2und f, = 4. Mit der Wahl a; = 2A ergibt sich 4, = A und somit:

. n . ”
Y10 =24 Sln(ZNE2) + A Sm(an4) )

Alternativ kann auch f; = 4 und f, = 2 sowie a; = A und a, = 2A gewdhlt werden.
Die Frequenzanteile bei k = 12 und k = 14 resultieren lediglich aus der periodischen
Fortsetzung des diskreten Betragsspektrums. (X: 3 Punkte)

Da der Nutzbereich des Signals im Frequenzbereich [—fy , fy] liegt und das Filter
G (f) spektrale Anteile im Nyquist-Band filtert, ist das Filter G,(f) zu wihlen.
(X: 1 Punkt)

17



g) Man wahlt fy = 4f,, so dass es nicht zu Aliasing kommt (Bandiiberlappungsfehler).
Das verwendete Verfahren nennt man Uberabtastung. Das Ergebnis der Abtastung im
Spektralbereich ist in Abbildung L3 zu sehen.

Y2.(f)]

. . . M . .
Afp oo T
0 ' ; . — f
—8fa —4fa —NOfN 4fA 8fa
Abbildung L3: Betragsspektrum |Y7, (f)| des abgetasteten Signals y ,,.
(X: 3 Punkte)
h) Die Losung ist in Abbildung L4 zu sehen.
|Gre(f)l
d L d
0 : ; ; ; ; ~ f
—8fa —4fa N 4fA 8fa
Abbildung L4: Betragsspektrum |Grp(f)| des abgetasteten Filters gp ..
(2: 3 Punkte)
i) Abbildung L5 zeigt das mit dem idealen Tiefpass gefilterte Signal |Z..(f)|.
|Z. ()]
2 K : : :
16fA° AN A
0 = ; T . = f
—8fa —4fa N 4fA 8fa
Abbildung L5: Betragsspektrum |Z.(f)| des tiefpassgefilterten Signals.
(X: 3 Punkte)

18



2
47 b

O N N N N N N N N
—8fa —4fa —fa 0 fa 4fA 8fa
Abbildung L6: Betragsspektrum |Z, (f)| des Signals nach dem Downsampling.

j) Abbildung L6 zeigt das Signal |Z, (f)| nach dem Downsampling.
(X: 3 Punkte)
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Aufgabe 4: Zeitdiskrete Systeme (10 Punkte)
Gegeben ist ein FIR-Filter dritter Ordnung, das in Abbildung 9 gezeigt ist.

ye,n -1 -1 _
Z Z zZ 1

ooV

20, >

Abbildung 9: FIR-Filter.

a) Wofiir steht die Abkiirzung FIR? Wodurch charakterisiert sich die Impulsantwort ei-
nes FIR-Filters? (1 Punkt)

b) Skizzieren Sie fiir dem Eingang vy, , = ¢, die Impulsantwort des Filters. Hinweis: Es
ist keine Rechnung erforderlich! (3 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe ist unabhidngig von den vorhergehenden l6sbar.
Das FIR-Filter wird nun wie in Abbildung 10 dargestellt verdandert.

Yen 1 A _
z 7zt z !
> »(+
0,5
A
z ! <

Abbildung 10: Zeitdiskretes Filter.

¢) Wie nennt man ein solches Filter? (1 Punkt)
d) Bestimmen Sie die Differenzengleichung, die das Filter beschreibt. (1 Punkt)
e) Wie lautet die Ubertragungsfunktion? (1 Punkt)

Die folgende Teilaufgabe ist unabhingig von den vorhergehenden lésbar.

Gegeben sei nun im Folgenden die z-Transformierte G(z) mit der Ubertragungsfunktion
1

N - -

z5(z—3)

f) Bestimmen Sie die Impulsantwort g,,. (3 Punkte)

G(z) =

Hinweis: Verwenden Sie eine Korrespondenztabelle!
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Losung

a) FIR bedeutet Finite Impulse Response. Die Impulsantwort ist endlich, das heifst, dass das

diskrete, gefilterte Signal eine Lange I mit/ < M, M € IN hat. (X:1 Punkt)
b) Die Impulsantwort ist in Abbildung L7 gegeben. (X: 3 Punkte)
Y an
a L] L] L] L] L] L]
1o e e N R 7
st | B R
0 [l S S R R— S—— |
®
04 f R T ST S .
? | | | |
0.2 [ | Qs o s o .
0 : <
0 1 2 3 4 5 6

Abbildung L7: Impulsantwort auf FIR-Filter.

¢) Man nennt ein solches Filter IIR-Fllter. (X: 1 Punkt)
d) Die Differenzengleichung lautet

ya,n = O' 5 ya,n—l + ye,n + O, S ye,n—l + 0, 3 ye,n—z + 0/ 2 ye,n—?) .
(X: 1 Punkt)

e) Durch z-Transformation der Differenzengleichung erhilt man die Ubertragungsfunktion:

Y,(z) —0,5Y,(2z) = Yo(z) +0,5Y.(2)z 1 +0,3Y.(2)z 2 +0,2Y,(z)z >
G@_qgm_1+aﬁ*+aﬁﬂ+an*

Ye(2) 1-0,527"

_ 2°40,52° 40,32 40,2

2 0, 522 '

(X: 1 Punkt)

f) Partialbruchzerlegung ergibt:
1 An | Ap By
= + + :
P(z-1).  z 7  (z-0,5)

Es folgt fiir die Koeffizienten mit der hochsten Ordnung:

-2

A :1. Y — 2:1. —

12 = i Y(z)(z = 0)7 = lim
1

B: =1 Y —0,5) =l — =4,
1= lip Y(@)(E-05) = lim 5
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Den dritten Koeffizienten erhélt man entweder durch Ausmultiplizieren oder Ver-
gleich fiir eine geschickte Wahl von z. Mit z = 1 sowie

1 1
A1 —2+4+4 = =2

nTEtA 505

Ay = —4

gilt somit:
4 2 1

Giz)=——— 5 +4——
(2) z Zz+ z—0,5

1 n—1
&n = _45n71 - 257172 +4 (E) On—1-

Mit dem Verschiebungssatz sowie der Rechenregel fiir Multiplikation im Zeitbereich
erhdlt man als Alternativlosung:

1
2 (z—3)

Skizzieren beider Folgen zeigt, dass diese identisch sind. Bermerkung: Der Losungs-
weg ist zu kennzeichnen. Die blofse Angabe des Ergebnisses ist nicht ausreichend fiir
die volle Punktzahl. (X: 3 Punkte)
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