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Aufgabe 1: Kontinuierliche Signale

Durch die Funktionen ®;(t) mit

1 fur 0<t<1 (1 fir 0<t<1
Dy (t) = { D(t) =4 -1 fur L<t<1

0 sonst, [ 0 sonst,

V2 o fir 0<t<! (V2 fur 1<i<3
Pi(t) = ¢ —v2  fur l<i<l ®u)=9 _v2 far 3<ti<i

0 sonst, . 0 sonst

sei ein Funktionensystem gegeben.

a) Eignet sich das System ®;(t), um Funktionen auf dem Intervall [0, 1] zu approximie-
ren? Begriinden Sie Thre Antwort.

Gegeben sei aulerdem das Signal p(f) aus Abbildung 1.

—
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Abbildung 1: Signal p(t).
Sie wollen p(t) nun mit Hilfe des Systems ®;(t) approximieren:
p(t) = ay Py (t) + ay®y(t) + a3 P3(f) +a,Py(t), 0<t<1.

b) Bestimmen Sie die Koeffizienten a;.

¢) Bestimmen Sie das Ergebnis der Faltung g(t) = p(t) * ®,(¢) an der Stelle t = 1:

(1) = p(t) =y (1)],_; -
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Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.

Gegeben sei das in Abbildung 2 dargestellte periodische Signal x(t) mit der Periodendauer
Ty, welches Sie mit Hilfe einer endlichen Fourier-Reihe approximieren wollen:

x(t)

Abbildung 2: Sdgezahnsignal x(t).

d) Kann das Signal nach Berechnung der Fourier-Reihe fehlerfrei riicktransformiert wer-
den? Was lasst sich beobachten? Begriinden Sie Thre Antwort.

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.

e) Zeigen Sie, dass gilt:

j27T fot
f{e’ } —jsign (fy — f).

7tt

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.
Gegeben sei das positive, reelle Signal x(f):

x(t)

1

0 t

-1

07 17 27
Abbildung 3: Signal x(t).

AufBlerhalb des Intervalls [0, 27t sei x(f) = 0.

f) Bestimmen Sie X(f).

g) Geben Sie einen oberen Grenzwert M an, sodass gilt:

IX()| <M ,MeR".
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Losung

a) Orthonormale Funktionensysteme ermoglichen eine Analyse von Funktionen:

L .
<q)i(t),q)j(t)>:5ij:{0 fEII: z#;

Man erkennt sofort, dass die Innenprodukte fiir i # j verschwinden. Anschaulich sind
die positiven und negativen Flachen unter dem Integral gleich grof3. Daher bilden die
Funktionen ®;(t) ein Orthogonalsystem. Rechnung zeigt weiterhin:

(Dy(1), Dy(t)) = | Dy(t)D5(t) dt = [ 1 dt+ [ 1dt=1,

/ [

(D5(1), Ds(t)) = | D3()D5(t) dt = [2dt+ [2dt=1,
/ [



b) Die Koeffizienten a; berechnen sich zu:

ay = (p(), () :Z p(H®] (1) dt = 0/ 1.1 dt+ / 5.1 dt
e [

1 = (p(t), @ (1)) Z 2p<t>q>§(t> d4t - 0/ 1.1 db+ / 5.1 dt
S e

a3<p<t>,q>3<t)>zzp 0/1 fm/ (~v2) at

2, = (p(t), @4(1)) Z 2p<t>®z<t>4 dt = 0/ 0 dt + / 0 dt

1

+/1-\/§dt+/(—3)-(—\/§) dt = V2.

3
1

N—
N[N

Damit ergibt sich:
p(t) = @, (1) +2®,(t) — V2D, (1) + V2D, (1), 0<t<1.

Fiir die alleinige Angabe des Ergebnisses werden keine Punkte vergeben.

c) Esgilt:
$(0) = p(t) # (1) = [ p(0)@,(t =) dr.
Somit



d)

e)

f)

8)

Nein, das Signal kann nicht fehlerfrei riicktransformiert werden. Da bei endlich vie-
len Gliedern der Reihe die Darstellung des Signals nur eine Approximation darstellt,
geht somit Information verloren.

Das Signal x(t) ist eine stiickweise stetige Funktion mit Sprungstellen. Die Sprung-
stellen fithren auch bei unendlich vielen Reihengliedern bei der Riicktransformation
zu Uberschwingern.

Es gilt:
D7ft < T
;{e’ h } = [ L e amy [ gt iay,
Tt mtt 9

Mit der Eigenschaft der Symmetrie der Fourier-Transformaion und der Eigenschaft
der Modulation der Fourier-Transformaion sowie der Korrespondenz

sign (t) o—e =
ergibt sich
—

sign(—f) e——o pg

Es gilt:
sign (—(f — fo) oo —d¥hl.

Daraus folgt:

j27 fot
f{é }zﬁ@ﬂﬁ—ﬁ-

7Tt

Es ergibt sich:
. t
x(t) =recty,(t — 77) sin (§>

l

ﬁ)) _ %eﬂ'z”z(f’ﬁ) 27T si (27T2 (f— 4%))

Fiir positive, reelle Signale gilt:
[ X(f)l < X(0).
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Somit findet man einen Schwellwert durch Berechnung des Spektrums an der Stelle

f=0:

X(F) = s sin (2712 <f+ ﬁ)) . sin (2712 (f — ﬁ))
277 (f+ﬁ> 277 (f—ﬁ
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Aufgabe 2: Kontinuierliche Systeme

Ein System S; lasst sich durch additive Uberlagerung eines Nutzsignals v, (t) mit dem Stor-
signal s(f) beschreiben:

Ya(t) = ye(t) +5(t).

Hierbei stellt y, ; (t) den Ausgang und y,(t) den Eingang des Systems S; dar. Das Storsignal
s(t) kann als konstant angenommen werden: s(t) = ¢, wobei ¢ € R.

a) Handelt es sich bei dem System S; um ein lineares System? (Begriindung)
b) Handelt es sich bei dem System S; um ein zeitinvariantes System? (Begriindung)

Durch Uberlagerung mit einem weiteren Storsignal w(t), welches durch

t+T

w(t) = /cos (T +17)) dr, T>0, 1)
t—T

gegeben ist, sei ein neues System S, gegeben:
Yap(t) = Ye(t) +s(t) +w(t).
Hierbei bezeichnet y, ,(f) nun den Ausgang des neuen Systems S,.
c) Ist das System S, zeitinvariant? (Begriindung)
d) Ist das System S, kausal? (Begriindung)

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.
Gegeben sei die folgende Anordnung, in der y,(t) = u(t) das Eingangs- und y,(t) = uy(t)
das Ausgangssignal des Systems S darstellen.

uL(t) uiﬁf)i
=
u(t)i i“L(t)

(£)

Abbildung 4: System S.

e) Geben Sie die Zustandsraumdarstellung des Systems S an, wobei die Zustandsgrofsen
zu z1(t) = iy (f) und z,(t) = uc(t) zu wahlen sind.

f) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion G(s) des Systems und berechnen Sie die
das System charakterisierende Differentialgleichung. Das System habe zu Beginn ver-
schwindende Anfangswerte.

Hinweis: Es gilt:

a b\ ' 1 d —b
c d ad—bc\ —¢c a )~
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g) Fiir welche Werte der Parameter R, L, C > 0 ist das System stabil? Fiir welche Werte
der Parameter R, L, C > 0 ist das System instabil?

h) Stellen Sie das System S graphisch in der Struktur eines ARMA-Filters dar.

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.
Ein System S sei durch die Differentialgleichung

Say () =3 "by(t) a£0,
v=0 u=0

beschrieben.

i) Geben Sie den Grenzwert der Sprungantwort h(t) = S{c(t)} fir t — oo an.
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Losung

a)

b)

)

d)

e)

Uberpriifen auf Linearitat:
mS{x(t)} = m (b(t) +c) # mb(t) +c = S{mx(t)}.

Hierbei beizeichnet x(t) allgemein den Eingang, y(t) allgemein den Ausgang und
S{-} den Systemoperator und es gilt m € R. Somit ist S; nicht linear.

Fiir Zeitinvarianz muss gelten:

y(t—to) = S{x(t —to)} -
Somit:

Yar(t —to) = et —to) + ¢ =yelt —tp) +c=S{x(t—t)}.
Damit ist S; zeitinvariant.

Da es sich bei S; um ein zeitinvariantes System handelt und w(t) additiv tiberlagert
wird, kann man die Terme unabhdngig voneinander betrachten und es ist ausrei-
chend, den Term (1) ndher zu untersuchen:

t—tg+T
w(t—ty) = / cos (Yo(T+ 19)) dt
t—ty—T
/ T
Tt / cos (ye (T' — 1y —l—T0>> dr’.
=T

Das System S, ist zeitinvariant.

Der Term y,(t) hangt nur vom aktuellen Zeitpunkt ab. Das Storsignal s(¢) ist konstant.
Bei Betrachtung des Terms w(t)

t+T

w(t) = /cos (Ye(T+ 7)) dT, T >0, (L1)
=T

tallt auf, dass die obere Integrationsgrenze Werte, die um T in der Zukunft liegen,
berticksichtigt. Entscheidend ist das Argument des Eingangssignals im Integrations-
kern. Um Kausalitét sicherzustellen, muss also gelten:

T+ To <t.
T=t+T

Daraus folgt, dass durch 1y < —T Kausalitét sichergestellt ist.
Aus z;(t) = i} (t) folgt wegen uy (t) = L%iL(t):

f() = Sin(t) = Tu(0).
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f)

8)

Mit der Maschenregel, u(t) = uy (t) + uc(t) + ug(t), ergibt sich schliellich:

21() = 2 (6) — uc(t) + pu(t) = ~ T2 () — 12:(0) + 1ye(t).

Die zweite Zustandsgleichung ergibt sich zu

2a(t) = ie(t) = Gict) = ga(D).

Aus diesen Gleichungen erhilt man die Ausgangsgleichung:

Ya(t) = up(t) = —uc(t) — ug(t) +u(t) = =Rz (t) = 25(k) + ye (£) -

Somit lautet die Zustandsraumdarstellung:

(20) = (38 ) (28)+(5) w0
n) = R=1( 20+ aw.

Durch Laplace-Transformation folgt aus der Zustandsraumdarstellung;:

2 = (F )z (§)ee
Va(s) = (=R —DZ()+y.(s).

Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite ergibt:

cnfa () (1)
) (4)

Yals) = Yo(s).

Vereinfachen:

G(s) = (-R—1)

N\
©»
|+
OIHH%
©n M=
(e

s>+ %s + % '
Dies entspricht der Differentialgleichung

al0) 92 (0) + va() = 9(0)

Die Ubertragungsfunktion hat die Polstellen

N 1{2_1__RjE R*C —4L
27 2L 412 LC 2L 412Cc

Stabilitdt des Systems liegt vor, falls alle Polstellen in der linken Halbebene liegen.
Fallunterscheidung;:
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(a) R?C > 4L : In diesem Fall ist
Refsz) =~ 4 VRC 4L
001,2 oL ZL\/E :

Stabilitdt liegt also in diesem Fall genau dann vor, wenn

—RVC+1\/R?)C—4L <0 < \/R*C—4L < RVC

Dies ist der Fall fiir R>C — 4L < R2C, also —4L < 0 also immer, falls R*C > 4L.

(b) R’C < 4L : Hier gilt Re{se12} = —5 < 0. Somit liegt hier wegen R > 0 und
L > 0 Stabilitat vor!

Das System ist also immer stabil.
h) Darstellung in ARMA-Form:
Ye(t) Yalt)
AR -
N

=
il

Abbildung L1: Struktur des Systems S.

i) Man erhilt die Ubertragungsfunktion

> bys"
u=0
G(s) =

- .
X ays’

v=0

Die Laplace-Transformierte der Sprungantwort ist H(s) = G(s)/s, woraus mit dem
Endwertsatz der Laplace-Transformation folgt:

lim h(t) = lim sH(s) = lim sG(s)~ = 20

t—00 s—0 s—0 S ag

Der Grenzwert existiert, da nach Voraussetzung a, # 0 gilt.
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Aufgabe 3: Zeitdiskrete Signale

Sie wollen die unbekannte Schwingfrequenz eines Signals ermitteln von dem Sie wissen,
dass es aus einer einzelnen harmonischen Schwingung besteht.
Nach der Abastung mit einem Analog-Digital-Umsetzer stehen Ihnen die in Tabelle 1 ge-

zeigten Messdaten zur Verfiigung, wobei die Abtastpunkte ¢, in der Einheit Sekunden
angegeben sind.

Tabelle 1: Aufgenommene Messwerte v ,.

n 0 1 2 3 4 5 6
t, 0 0125 0,250 0375 0,5 0,625 0,750
Yin 0 % 1 @ 0 N @ —1

Nach dem Bilden der DFT des Signals y, ,, erhalten Sie das in Abbildung 5 gezeigte Be-
tragsspektrum |Y7 ;|.

Y7k

-~ T T T T T

SO = N W s

(@)
[

2 3 4 5
Abbildung 5: Betragsspektrum |Y; ;|.

(o)}

a) Welches Phdanomen ldsst sich in Abbildung 5 beobachten?

Sie wollen nun aus den vorhandenen Daten die Schwingfrequenz f,, des Signals y, , be-
stimmen.

b) Welche Schwingfrequenz f; ergibt sich aus Abbildung 5, wenn Sie fiir die Berech-
nung die betragsmafiig dominanten Spektrallinien heranziehen?

Sie fithren nun eine weitere Messung durch und wollen das Betragsspektrum erneut be-
stimmen. Hierzu stehen Thnen die in Tabelle 2 gezeigten Messdaten sowie einige bereits

berechnete Spektralwerte zur Verfiigung.

Tabelle 2: Neue Messwerte y, ,.

n 0 1 2 3 4 5 6 7
. 0 0125 0,250 0375 0,5 0,625 0,750 0,875

Y, o 0 0 0 4
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)

d)

e)

f)

g)

Vervollstandigen Sie Tabelle 2 mit den Spektralwerten Y,  fiir k = {0, 1,2}, indem Sie
die fehlenden Punkte der 8-Punkte-Spektralfolge berechnen.

Welche Schwingfrequenz f;, ergibt sich aus den Messdaten aus Tabelle 2? Wie grofs
ist der in Aufgabenteil b) gemachte Fehler Af, bei der Bestimmung der Schwingfre-
quenz?

Stellen Sie eine Bedingung fiir eine fehlerfreie Bestimmung der Schwingfrequenz in
Abhéngigkeit von N, f, und f, auf. Unterscheiden Sie die beiden Fille, die sich aus
Tabelle 1 und Tabelle 2 ergeben. Welcher Zusammenhang zum Frequenzfehler lasst
sich herstellen?

Wie lasst sich die Genauigkeit bei der Bestimmung der Schwingfrequenz unter Ver-
wendung der in Aufgabenteil b) ermittelten Messdaten verbessern, ohne eine neue
Messung durchzufiihren? Begriinden Sie Thre Antwort.

Wie lautet die kleinste ganzzahlige Abtastfrequenz fa i mit fa min/ [fAmin] € N,
die es ermoglicht, das Signal aus Aufgabenteil b) nach Abtastung wieder fehlerfrei
rekonstruieren zu konnen?
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Losung

a) Der Leckeffekt ist deutlich zu erkennen.

b) Der erste in Abbildung 5 auftretende Peak liegt bei k' = 1. Mit t, = 0,125 und N = 7
(siehe Tabelle 1) ergibt sich fiir fj1:

1 8
= °Hz.
N 77

fo,1:k/'Af:1'

o) Generell gilt:

N-1
—j2n ik
Yk: Zyne ) NT
n=0

Es handelt sich nun um eine 8-Punkte-DFT. Rechnung fiir k = 1, k = 2 und k = 3
ergibt fir Y, ;:

7
_ —j2mto
Yoo = Z Yon€ °

n=0
V2. V2L VA 2
=0+ —4+14+4—4+0——-—--—-1——=0,
+ > +1+ > + 5 5
7
Y, = Z Yon e J27s!
n=0
:0.e_j27rgl_’_£_e—j2n%1+1.e—j2n%1+£.e_jzngl
2 2
+0.e—1'2n%1 _Q.e—ﬁn%l _1.e—j2ngl —Q-e_ﬂ”%l
2 2
_ V2 i pmink (V2 imy
2 2

V2

eIy +27 <e—i”% _el'”%> = —2j —2§2jsin (E) = —4j,

4
7
“j2nt2
Yy, = ZyZ,n e )77

n=0
— Q .e_jn% +e_]n_|_£ .e_jn% .e_jn
2 2
_ Q . e_jﬂ:% .e_jzﬂ _e_j3n _Q . e_jn% 'e—j37'f
2 2
=0.

Alternativ lassen sich die Punkte Y,; und Y,, auch direkt durch Uberlegen aus Ta-
belle 2 ableiten (Die Fourier-Transformierte eines reellen Signals hat einen symmetri-
schen Betrag und eine schiefsymmetrische Phase).
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d)

e)

f)

8)

N"<
>

af ' ' ' ' ' i
3r I
2r I
1r I
0 * * * . » k
0 1 2 3 4 5 6 7

Abbildung L2: Betragsspektrum |Y ;|.

(Skizze nicht verlangt.)

Aus Aufgabenteil c¢) ist f,, = 1Hz ersichtlich. Fiir den Fehler Af ergibt sich:

1
Afo = fo1— foo = ;HZ-

Fiir eine fehlerfreie Bestimmung der Schwingfrequenz darf kein Leckeffekt auftreten.
Dies ist der Fall, falls das Verhéltnis von Schwingfrequenz zu Frequenzauflosung
ganzzahlig ist:

Af

Fiir die 8-Punkte-DFT ergibt sich:
fo _ _8_
Af =fota8 = g = 1.

Fiir die 7-Punkte-DFT ergibt sich kein ganzzahliges Vielfaches:

Jfo
Afy

Mit I = 1 und |a| = § erhilt man fiir den Frequenzfehler Af:

7
=fota7 = 3 =Il+4+a, -05<a<05.

1 8 1
Afo=lal- D=5 7 =7

Dies deckt sich mit dem Ergebnis aus Aufgabenteil d).

Mit Hilfe von Zeropadding lasst sich die Wertefolge kiinstlich verlangern, ohne dass
neue Abtastwerte gemessen werden miissen. Hierdurch erhélt man eine feinere Fre-
quenzauflosung. Dadurch lédsst sich die Lage lokaler Maxima genauer bestimmen.

Mit einer Schwingfrequenz von f, = 1Hz ergibt sich mit dem Abtasttheorem und
fA € IN:

fa>2fo = famn=3Hz.
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Aufgabe 4: Zeitdiskrete Systeme

Gegeben sei die folgende z-Transformierte Y(z):

2249

z
Y(z) =2 2.
) 227+ 3242

a) Berechnen Sie die zu Y (z) gehdrenden Zeitfolgen.

b) Skizzieren Sie die zu den in Aufgabenteil a) berechneten Zeitfolgen gehorenden Kon-
vergenzgebiete.

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.

Gegeben sei ein kontinuierliches Systen S, welches durch das Pol-Nullstellen-Diagramm
in Abbildung 6 beschrieben ist. Hier werden Polstellen des Systems durch Kreuze und
Nullstellen des Systems als Kreise dargestellt.

t s-Ebene
1 2j
4 1j
-2 -1
kB 1
1 2
—1j
—2j—

Abbildung 6: Pol-Nullstellen-Diagramm des Systems S.

Sie wollen nun ein zeitdiskretes Filter mit dem Ubertragungsverhalten des Systems S ent-
werfen, welches Signale bis zu einer maximalen Frequenz fp,,, < f, mit f, = 1Hz verar-
beiten kann, ohne dass bei der Rekonstruktion in den kontinuierlichen Bereich ein Infor-
mationsverlust auftritt. Aufierdem wird statische Genauigkeit von dem Filter verlangt.

¢) Geben Sie die Ubertragungsfunktion G(z) des gesuchten zeitdiskreten Filters an.
Hinweis: Verwenden Sie folgende Nédherungen:

e

Nl—
N|—

~06, e2=x1,06.
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Losung

a) Esgilt:

Vo) =z | L B 1] 2118 1
7z+4  7z43 471+%F 71+2
z1 <« 1\", 8« 1\" _,

__Z§Z<_Z)Z+§Z(_§)Z
n=0 n=0
0 —n oS n
oz N, 8 0" _,
- 47Z<4>Z +7Z< 2)2
n=-—oo n=0
0 —n—+ o0 n
1 1 i1, 8 1",
52 e E(n):
n=-—00 n=0
—1 —-n ]
1 N _, 8 nN" _,
5% (53) ()
n=—oo n=0




Antikausale Losung (\z\ < %)

Y(z) =z L 8 1 _z1 +2.z§ 1
7z+4 7z41 471+3% 72z4+1
z1 — 1\" , 8 — 0on

n=0 n=0
—1 —n -1
1 1 —n 8 —n_—n
== - — = -2
2 (3) 7 e

b) Abbildung L3 zeigt die Skizze der Konvergenzgebiete.

T

kausal: |z| > 4

T

akausal: § < |z| < 4

N

antikausal: |z| < §

z-Ebene

1
2

Abbildung L3: Skizze der Konvergenzgebiete.

¢) Aus dem Pol-Nullstellen-Diagramm lésst sich die kontinuierliche Ubertragungsfunk-

tion schreiben als

s—1
(s+2) (s+1)

G(s) =

Aus der Aufgabenstellung ergibt sich eine Abtastfrequenz von

fA > meax

19/20
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Es ergibt sich fiir die Abtastzeit {5 = 0,5s. Damit lasst sich durch Pol-Nullstellen-
Ubertragung G(z) bestimmen. Fiir die erste Nullstelle bei sy, = 1 ergibt sich:

2oy =e01'n = efr = 1,6487 ~ 1,6.

Eine weitere Nullstelle liegt bei sy, — co. Diese wird auf z,, = —1 tibertragen.

Die Polstellen liegen bei s,,; = —2 und s,,, = —1. Damit ergibt sich:

1

7

-t -1
:esoo,l A — e g

ZOO,l

Zoop =€21a = e710% = 0,6065 ~ 0,6.
Somit ergibt sich mit den Néherungen fiir G(z):

(z—16)(z+1) .
(z - %) (z—10,6)

Der Faktor K wird nun mit der Bedingung fiir statische Genauigkeit bestimmt:

G(z) =K-

Also:
1 —0,6-2
G(s=0)——§éc(z:1):1<-< 0’16> .
1-1).04
e
Somit ist
1
K_(1—3)~0,4_1 1
- —06-4 6 e

und es ergibt sich fiir das diskrete Filter:

_1 _1 (z—1,6)(z+1)
Glz) = ¢ (1 e> (Z_%) .

Ohne Néaherungen ergibt sich:
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