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Aufgabe 1: Kontinuierliche Signale (14 Punkte)

Gegeben seien das Signal f; (t), welches aus einem rechteckférmigen Signalanteil und einem
Dirac-Impuls besteht

filt)=2r (t— %) +4(t—2)

sowie das dreieckformige Signal f,(t) aus Abbildung 1.
f2(t)

0 1 2 3 4
Abbildung 1: Funktion f5(?).

a) Bestimmen Sie graphisch die Faltung f,(¢) x f,(t) im Zeitbereich. (4 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.
Gegeben seien die Funktion ¢(¢) und die reelle und gerade Funktion z(¢) mit

g(t) = cos(2m fot) €211

b) Zeigen Sie durch Rechnung im Frequenzbereich, dass gilt

g(t)-x(t) o—e —(X(f=(fo—f1)+X(f—(=fo— 1)),

N | —

indem Sie die Definition des Dirac-Impulses verwenden. (4 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.
Gegeben ist die Funktion y(t) = |sin(¢)| ,t € R.

c¢) Welche Symmetrieverhéltnisse liegen vor und was bedeutet dies fiir die Koeffizienten
der komplexen Fourier-Reihe? (1 Punkt)

d) Berechnen Sie die Koeffizienten der Fourier-Reihe in geschlossener Form. Vereinfa-
chen Sie soweit wie moglich. (5 Punkte)
Hinweis:

sin(a) cos(p) = % (sin(a — ) + sin(a + 5)) .
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Losung

a) Die Losung ist in Abbildung L1 zu sehen. (X: 4 Punkte)
J1(t) * f(t)
2

0 1 2 3 4
Abbildung L1: Faltung f;(¢) * fo(t).

b) Es gilt fiir die Fourier-Transformierte von g(¢)
. 1
g(t) = cos(2r fot) " o—e S (8(f+ fo = f1) +0(f = fo— 1))

und somit:

Flolt) ()} = 3 (6 + fo— 1) 460 ~ fo— 1)) * X(f)
—5 [80 o= fi-nX(r) art 5 [ 8= fo— fi- )X () ar.

Mit der Definition des Dirac-Impulses

[e.9]

y(ty) = / y(B)6(t — ) dt

— 00

und durch Ausnutzen der Achsensymmetrie des Dirac-Impulses ergibt sich:

Flo@-1@)) =5 [ 3=+ fo= )X () dr 5 [ 8= (= fi = ) X(r)

= %X(f— (fi —fo))+%X(f— (fr + fo))
# 5 (XU = (o= )+ X(F = (~fa— )

(X: 4 Punkte)

¢) Der Ansatz der Fourier-Reihe lautet:

y(t) _ Z cr ej27rtk/T07

k=—o0
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d)

wobei T die Periodendauer des Signals bezeichnet. Man erkennt 7y = 7. Wegen

T,/2
1 .
o= — y(t) efJ27rtk’/T0 dt
~T,/2
und da y(t¢) eine gerade Funktion ist, sind die Fourier-Koeffizienten rein reell und ge-
rade. (3: 1 Punkt)

Die Koeffizienten berechnen sich zu

/2 /2
Gy = % / | sin(t)| cos(2ntk/m) dt = % / | sin(t)] cos(2tk) dt
—7/2 0
/2 /2
4 . 4 1 . .
= = / sin(t) cos(2tk) dt = - / 3 (sin(t — 2kt) + sin(t + 2kt)) dt
0 0
2 [—cos(t(1 —2k))  —cos(t(1 +2k)) ™
T { 1—2k 1+ 2k L
2 [—cos(5(1—2k))+1 —cos(5(1+2k))+1
o { 1— 2k 1+ 2k }
B 4
(1 -4k

Man erkennt, dass die Cosinusfunktion an ungeraden ganzzahligen Vielfachen von 7
(...,15, 3%, 55, 75,...) ausgewertet wird. An diesen Stellen ergibt die Cosinusfunk-
tion den Wert null. (X: 5 Punkte)
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Aufgabe 2: Kontinuierliche Systeme (18 Punkte)

a) Wie lauten die beiden Bedingungen, die ein System erfiillen muss, damit es sich um
ein lineares System handelt? (1 Punkt)

Im Folgenden sei mit y,(t) das Ausgangssignal und y,(t) das Eingangssignal bezeichnet.
Gegeben sei ein System &, durch die Gleichung

Yalt) = [ ve(t)ye(t—=T) dt, T>0.

\
o T i

b) Handelt es sich beim System 8; um ein lineares System? (Rechnung!) (2 Punkte)
Gegeben sei ein System §, durch die Gleichung
Yalt =3) + 9at = 2) +9a(t = 1) = 5e(1).
¢) Handelt es sich beim System 8, um ein kausales System? (Begriindung!) (2 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.

Die Sprungantwort eines linearen zeitinvarianten Systems wurde zu

—t _3t
h(t)= (e 2T —e T | o(t)
mit einem Zeitparameter 7' > 0 bestimmt.

d) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion des Systems. (2 Punkte)

e) Berechnen Sie die Pole und die Nullstellen der Ubertragungsfunktion und skizzieren
Sie diese. (2 Punkte)

f) Fiir welche Werte des Zeitparameters 7" ist dieses System stabil? (1 Punkt)

g) Zeichnen Sie den Signalflussplan fiir dieses System. Stellen Sie das System zunéchst als
Integralgleichung dar. Hinweis: Keine exakte mathematische Notation erforderlich!

(4 Punkte)
Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.
h) Berechnen Sie die kausale Laplace-Riicktransformierte von
2
s5—s+1
X(s) =
(5) s° — 5s* + 85 — 4

durch Anwendung des Residuensatzes. (4 Punkte)
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Losung

a) Homogenitit und Additivitdat miissen erfiillt sein. (32: 1 Punkt)

b) Es muss gelten:

Q)

d)

e)

f)

g)

S{M Ye1(t) + Yoo (t)} = mE{ye (1)} + 181 {ye2(t)} .

Also:

81{m ?Je,1(t) +n ?Je,2(t)} = (m ye,1<t) + nye,2<t)) (m ye,l(t ~ T) n?/e,2(t - T)) dt

\
o Tl

2

=m (ye,l(t) ye,l(t - T)) dt + n2 (ye,2 (t) Ye,2 (t o T)) de

|

L e T
|

vl S~

+nm / (ye,l (t) ye,2 (t - T)) dt +nm (ye,Q(t) ye,l(t - T)) dt

|
s Tl

# M8y {Yer (t)} + 181 {Yen(t)} .
(X: 2 Punkte)

Der Ausgang des Systems 8, darf nur von gegenwirtigen und vergangenen Werten
des Eingangssignals abhdngen, damit es sich um ein kausales System handelt. Mit der
Substitution ¢’ = ¢ — 3 ergibt sich

Yalt) + yut + 1) + ya(t' +2) = yo(t' + 3)

und es ist offensichtlich, dass das Ausgangssignal von zukiinftigen Werten des Ein-
gangssignals abhdngt. Es handelt sich bei 8, also nicht um ein kausales System.
(3: 2 Punkte)

Es ist
H(s) ( 1 1 > 5 s
G — — —
B e e T A Tl
(3: 2 Punkte)
Die Ubertragungsfunktion hat eine Nullstelle bei s, = 0 und Pole bei Sool = — %, Soon =
— 5. Das Pol-Nullstellendiagramm ist in Abbildung L2 zu sehen. (X: 2 Punkte)

Das System ist stets stabil, da die Konstante 7" nach Voraussetzung positiv ist und
damit die Pole immer links der imagindren Achse liegen. (3: 1 Punkt)

Die Ubertragungsfunktion lautet

5s

bTi Ya(s)

G(s) = T e
R A N A
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-3 -2 -1

O —+
1+
2 +

Abbildung L2: Pol-Nullstellendiagramm.

Ye(t) + Yalt)

22(75)

z1(2)

Abbildung L3: Signalflussplan des Systems.

Ohne Beachtung mathematisch exakter Notation ergibt sich somit:

55 ) 7 3
o7 Yel®) (S tortt ) a(5)

5 . . 7. 3
ﬁye(t) - ya(t) + ﬁya(t> + ﬁya(t)

5 7 3
& — — — t).
o [ =0+ o7 [uw+ 2 [ [ n
Der Signalflussplan findet sich in Abbildung L3. (3: 4 Punkte)
h) Die Riicktransformation mit dem Residuensatz lautet:

x(t) = Z Res{X(s)e”, soor} -

Die Pole von X (s) liegen bei s.,; = 1 und 5,53 = 2 (doppelt). Die Residuen berechnen

7/17



sich fiir einen Pol n-ter Ordnung zu

. L 1 dn—l
es{f(5), 500} = vl (n—1)! ds"!

[(s = 500)" f(s)].

Daher ist

s —s+1 st

Res{X (s)e*, 2} = lim 4 (s —2)?

(§]
s—2 ds (s —1)(s —2)
iy 25— D(s 1) —2(52 —s+1) et s°— 541
s—2 (3_1) s—1

=0e” +3te* .
Res{X(s)e™ 1} =¢" .

Es ergibt sich
x(t) = (' +3t th) o(t).

(X: 4 Punkte)
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Aufgabe 3: Zeitdiskrete Signale (19 Punkte)

Das kontinuierliche Zeitsignal

sin(7 fot)
wfot

wird mit der Abtastfrequenz

y(t) =a

a >0,

fo

< <
92 fA an

fa=1/ts,

abgetastet und dann mit einem idealen Tiefpass, der mit dem Faktor + 7. skaliert wird, wieder
rekonstruiert. Dabei werden im Folgenden zwei Félle fiir die Rekonstruktion untersucht:

1. Die Grenzfrequenz des Tiefpasses liegt bei frp; = fy/2.
2. Die Grenzfrequenz des Tiefpasses liegt bei frps = fa — fo/2.

a) Skizzieren Sie die Fourier-Transformierte Y (f) des kontinuierlichen Signals y(t) sowie
die Fourier-Transformierte Y, (f) des abgetasteten Signals

) D 8t —kty).

k=—00
(4 Punkte)
b) Auf welcher Breite u tiberlappen sich jeweils zwei Teilspektren? (1 Punkt)

¢) Skizzieren Sie die Fourier-Spektren Y;(f) und Y;(f) der beiden durch die Tiefpdsse
TP1 und TP2 rekonstruierten Signale y;(¢) und y,(?). (2 Punkte)

d) Berechnen Sie y,(t) und y,(t). (4 Punkte)
e) Berechnen Sie die absoluten Fehler
ler()] = [y:(8) —y(@)]  sowie  les(t)] = |ya(t) — y(1)].
Wie grofs sind diese Fehler zum Zeitpunkt ¢ = 0? (3 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.

Gegegen sei ein Signal =, mitn = 1,..., N, welches durch Abtastung des kontinuierlichen
Signals z(t) mit {4, = 1ms gewonnen wurde. Im Folgenden wollen Sie in Ihrer Signalver-
arbeitungskette stets die schnelle Fourier-Transformation anwenden, um Zeitsignale in den
Spektralbereich zu tiberfiihren. Die Anzahl der Abtastwerte sei zundchst N = 64.

f) Wie lautet der grofstmogliche Frequenzfehler, der bei der Analyse der gewonnenen
Fourier-Transformierten X, e—o x, auftreten kann? (1 Punkt)

Sie wollen nun die Frequenzauflosung verbessern, in dem Sie das Signal

Zn:[xn7070707"'70:| 7M€N7
M
bilden.
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h)

i)

Wie miissen Sie M wihlen, um einen Frequenzfehler kleiner als 1 Hz mit der verwen-
deten Signalverarbeitungskette zu erhalten? (2 Punkte)

Bestimmen Sie das Verhiltnis
N-1 )
> [ Xkl
k=0
N+M-—1

> 1z

k=0
(1 Punkt)

Wie lautet das Nyquist-Band des Signals z,,? Wie lautet das Nyquist-Band des Signals
2,2 (1 Punkt)
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Losung
a) Die Fourier-Transformierte Y (f) des Zeitsignals y(t) betragt:

i
<3

y(t) = a—rs,(f) =Y (f) =

7 fot Jo

Das Spektrum Y'( f) ist in Abbildung L4 zu sehen.

YNt

. sin(7 fot) o e 1 {

o 5=

_Jo : Ifo fo
20 fa_7 20 f

Abbildung L4: Spektrum Y (f).

Das abgetastete Signal v, (t) besitzt folgendes Spektrum:

w(t) = y(t) - 37 (e — kty)

k=—o00
oo

Vo)=Y () s fa- D 0(f=kfa)=fa- D Y(f—kfa).

k=—o00 k=—o00

Das Spektrum Y, ( f) ist in Abbildung L5 zu sehen.

Y.(NH!

—4& R f

Abbildung L5: Spektrum Y, (f).

J
>3

(X: 4 Punkte)

b) Die beiden Teilspektren tiberlappen sich, falls f,/2 > fi — fy/2. Das ist genau fiir

fa < fo der Fall. Sie iiberlappen sich dann auf der Breite

v (- 8) =g
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¢) Das Spektrum Y, (f) ergibt sich zu Y, (f) = Y.(f) - Yrp:(f) und ist in Abbildung L6 zu
sehen.

vint,
o

™y

fO I I fo E

T2 2 2

Abbildung L6: Spektrum Y7 (f).

Das Spektrum Y;( f) ergibt sich zu Y,(f) = Y.(f) - Yrpo(f) und ist in Abbildung L7 zu
sehen.

Ya(f)!

™y

_IE ) = % %
Abbildung L7: Spektrum Y5(f).

(X: 2 Punkte)

d) Das Zeitsignal y, (t) folgt als inverse Fourier-Transformierte der Differenz zweier Recht-
eckfunktionen im Frequenzbereich:

2a a

n(®) =5 E () -y (D)

:2a-si(7rfot)—fg-2(A—%)-si(QW(A—%>t>.
0

Das Zeitsignal y,(t) folgt als inverse Fourier-Transformierte eines Rechteckfensters im
Frequenzbereich:

yz(t)=%~2(f —%)-si(m(f —%)t) .

e) Die Fehler ergeben sich zu

(X: 4 Punkte)
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f)

8)

h)

i)

ler@)] =y (t) —y(0)|

- a-si(wfot)—%-2(f —%)-si(%(f —%)t)‘

le2(t)] = |ya(t) — y(1)]
- %2( A—%) -si<27r( A—%)t) —a~si(7rf0t)’ .

D.h. die beiden Fehler sind gleich grof3, |e, (t)| = |es(t)| . Dadurch wird der Fehler zum
Zeitpunktt =0

a Jo -

i (n-3) e

Der maximal auftretende Fehler betrdgt gerade die Halfte der Frequenzauflosung;:

Af 1 1
o KHu~ KHz.
2 = ani, 1z~ D008 kHz

e (t =0)| = lex(t =0)| =

(X: 3 Punkte)

Frax{f} =
(3: 1 Punkt)
Es gilt:
Af 1
— = _———<1H
> TN+ M)ty
1
2-1Hz tA

M >
> %103 — 64 = 436.
Aus
M+N=2> pe N AN M>436
ergibt sich
M = 448.
(X: 2 Punkte)

Nach dem Satz von Parseval und dem Energiesatz der DFT gilt:

N—-1 9 N—-1 9
> Xl > |zl
k=0 n=0

NM—1 ) = NiM—1 ) =1
>, |7 >zl
k=0 n=0

(X: 1 Punkt)

Das Nyquist-Band dndert sich durch Hinzuftigen von Nullen im Zeitbereich nicht. Das
Nyquist-Band fiir beide Signale lautet daher [— fy, fx] = [ LA ] (X: 1 Punkt)

T EA27 ta 2
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Aufgabe 4: Zeitdiskrete Systeme (20 Punkte)

Gegeben ist ein zeitdiskretes LTI-System im Ruhezustand, welches auf die Eingangsfolge

1
2

Yo = 3[1 + (—=1)"] 0,, mit der Ausgangsfolge y,,, = [8(—1)” — (—)n+2} o, reagiert.

a)

b)
)

d)
e)

f)

8)

Wie lautet die Ubertragungsfunktion des Systems? Stellen Sie die Ubertragungsfunk-
tion in Linearfaktoren von Zahler- und Nennerpolynom dar. (4 Punkte)

Berechnen Sie die Sprungantwort des Systems. (3 Punkte)

Berechnen Sie die Impulsantwort des Systems.

Hinweis: Bestimmen Sie zunéchst allgemein einen Zusammenhang zwischen der Im-

pulsantwort g, und der Sprungantwort h,,. (4 Punkte)
Ist das System stabil? Ist es minimalphasig? (2 Punkte)
Wie lautet die Differenzengleichung? (1 Punkt)
Zeichnen Sie den Signalflussplan des Systems. (3 Punkte)

Leiten Sie aus dem Signalflussplan eine Zustandsraumdarstellung des Systems her.
(3 Punkte)
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Losung

a) Die z-Transformation ergibt fiir die Zeitfolgen

z z 62
Y. = = >1
(%) [z 1" z+ 1} (z—=1)(z+1) 12l
z 1 =z 81,2 _ 17,
Y.(2) =8 _Z — 4 4 2l > 1.
A(2) z+1 dz—1  (z+1)(z—13) 12

Daraus ergibt sich die Ubertragungsfunktion

Yae) (32 = 12)( -1+ 1)
Gle) = Yo(z) 622(z+ 1)(z — 1)
_ (%22 — ) (z-1)
62°(z — 3)
I IC)
62(z — 1)
_ 31(z— ;)—I)(z— 1)
24 z(z—1)

(X: 4 Punkte)

b) Die z-Transformierte der Sprungantwort lautet

H@%:G@Eil

31—z —1) 2z 31(z—3) 31 5 u
Y z(z_%) 'Z_l_ﬂ(z—%)_ﬂ(( ))

Die Riicktransformation ist auf zwei Wegen moglich:

(@) Durch Abspalten des Konstantanteils:

31 3 1 31 1 /1\""'
Hz) =2 1= 2 hy =26, — — = .
(2) =54 { 62,2—%} = =510 1 <2> In-1

(b) Umformen der z-Transformierten:

31 2 3117 1 31 /1\" 17 (1"
H(z )= ool = p =22 B ,
(2) 24:—1 2431z—1 """ 24 (2) Y (2) In-1

Die beiden Darstellungen reprasentieren dieselbe Zeitfolge. (3: 3 Punkte)
c) Wegen
z—1 1
= =H 1—--
6(e) = ()" = = () (1- 1)
folgt
In = hn hn—l
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d)

e)

f)

Fiir n > 2 (alle vorkommenden Sprungfunktionen in &, haben Werte ungleich null)
ergibt sich damit

3L /1\" 17 /1\"" 31/1 ”‘1+17 I
In =54\ 2 24 \ 2 24 \ 2 24 \ 2
1\"[31 17 31 171 1 /1\"
Y I A LAY Ay bty [y () B
(2) [24 YRR 24} 8(2)

Fir n = {0, 1} ergeben sich die Werte durch Einsetzen und man erhilt die Impulsant-
wort:
31 65 1/1\"
= —0, — —0 -z :
9n 24" 48 n—-171 ] <2) On—2

(X: 4 Punkte)

Die Pole des Systems sind z,,; = 0,252 = % Somit liegen die Pole innerhalb des
Einheitskreises und das System ist stabil.

Die Nullstellen sind zy; = ;—I, %0 = 1. Somit hat das System keine Nullstellen aufer-

halb des Einheitskreises und das System ist minimalphasig. (3: 2 Punkte)

Aus der Ubertragungsfunktion folgt die Differenzengleichung

1 31 17
ya,n - iya,n—l = ﬂye,n - 2ye,n—1 + ﬁye,n—Q .

(X: 1 Punkt)

Aus der Differenzengleichung ergibt sich der folgende Signalflussplan:

Yen Yan
7 » — >
21

Abbildung L8: Signalflussplan.

(X: 3 Punkte)
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g) Dem Signalflussplan entnimmt man die Gleichungen:

17
Z2an+l = ﬁye,n
Zl,nJrl = _2ye,n + zZ,n + §ya,n
31 n
= — 21 -
ya,n 24ye,n 1,n

Durch Einsetzen entsteht die Zustandsraumdarstellung;:

L _65
Zpy1 = 2 Zy, + ﬁ8 Yen -
0 0 o
N—— N—_——
A B
31
Yan = (170)Zn+<_>yen
’ ~—— 24 '
C S~——
D

(X: 3 Punkte)
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