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Aufgabe 1: Kontinuierliche Signale (16 Punkte)

Gegeben sei das periodische Rechtecksignal y,(t), das in Abb. 1 dargestellt ist. Es handelt
sich hierbei um Rechteckfunktionen der Hohe A und Breite o7 im Abstand 7.
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Abbildung 1: Rechtecksignal y; (t).

Nach einer Tiefpassfilterung bleibt nur der Gleichanteil des Signals v, (¢) vorhanden.
Welchen Wert nimmt die Ausgangsspannung y, (t) des Tiefpasses in Abhidngigkeit von
a an? (2 Punkte)

Der Tiefpass filtert die Grundfrequenz und alle Oberschwingungen aus dem Signal
heraus. Wie grof§ ist die Amplitude der Grundfrequenz des Signals y, (¢) in Abhangig-
keit von a? (3 Punkte)

Bei welchem Wert von a nimmt die Amplitude der Grundfrequenz den hochsten Wert
an? (1 Punkt)

Die folgenden Teilaufgaben sind von den vorhergehenden unabhingig.

Gegeben sei das in Abb. 2 dargestellte, nicht-periodische Signal v,(?).

d)

e)
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Abbildung 2: Signal y,(1).

Das Signal y,(t) soll im ersten Schritt derart verschoben werden, dass fiir das verscho-
bene Signal y5(¢) gilt: y3(t) = y3(—t). Hierfiir soll ein Signal z(¢) genutzt werden, sodass

gilt: ya (1) * (1) = ys(t).

Geben Sie z(t) an und skizzieren Sie das Signal y;(¢). (2 Punkte)
Zeichnen Sie die Ableitung dydgit) . Geben Sie zudem eine mathematische Beschrei-
bung von dy%t(t) an. (2 Punkte)

Bitte Riickseite beachten!
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f)

)

Bestimmen Sie die Fourier-Transformierte des Signals y;(¢) ohne Verwendung des

dy;(t)

Fourier-Integrals. Nutzen Sie hierfiir den Zusammenhang fiir St aus der vorher-

gehenden Teilaufgabe und greifen Sie auf bekannte Zusammenhinge und Transfor-
mationen zurtick. Vereinfachen Sie Ihr Ergebnis so weit wie moglich. (56 Punkte)

Berechnen Sie den Gleichanteil von y;(t). (1 Punkt)
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Losung

a) Die Ausgangsspannung y, (¢) entspricht dem Gleichanteil der Rechteckspannung;:

T/2 aT/2
1 1
=— =— Adt=aA.
ya(t) T /u(t) dt T / dt = «
~T/2 —aT/2

b) Die Amplitude der Grundschwingung setzt sich aus den ersten positiven und negati-
ven Koeffizienten der entsprechenden komplexen Fourier-Reihe zusammen:

T/2 aT/2
! /[ (t)e 32 Ft qp — j/ Ae 12Tty 1'_7ﬂ/1[ JQW%t]QTVQ
g = = u(t) e = — e =——Ale
! T T Tj2n —aT)2
—T/2 —aT/2

. A 1 (e—jom_ejom)_éi (ejom_e—jom)

7w 2j T 2]

= - sin(am) =c_; .
Die Amplitude ist die Summe der beiden Koeffizienten:

y=c +c_y =2—sin(am).
T
¢) Den maximalen Wert nimmt ¢ fiir « = 0,5 an.

d) Eine Verschiebung kann mittels Faltung mit einem Dirac-Stofs realisiert werden. Hier
ist gefordert, dass y3(t) eine gerade Funktion ist, sodass eine Verschiebung von y,(t)
um 37" nach links erfolgen muss, was mit x(t) = 6(¢ + 37") der Fall ist.

Das Signal y;(t) ist in Abb. L1 dargestellt.
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Abbildung L1: Signal y3(t).

(X: 2 Punkte)

dys (t)
dt

0 :%@ @%) o (t_g)) .
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e) Die Ableitung ist in Abb. L2 zu sehen. Sie ldsst sich angeben als:




f)

g)
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Abbildung L2: Ableitung des Signals ys(t).
(3: 2 Punkte)

Der Differentiationssatz liefert:
dya(t )
?{%()} =j2nf-F{ys(t)} .

Fiir die Fourier-Transformierte des Signals y;(¢) folgt somit:

1 dys(t)
T (0} = -5 { 0L

Die Fourier-Transformierte der Ableitung

dys(t)

dt
tabelle und des Verschiebungssatzes angegeben und eingesetzt werden:

kann mit Hilfe der Transformations-

Y5(f) = ﬁ . % . (Tsinc(fT) . (eﬂ”%f — e’j2”%f>>
= J271Tf -sine(fT) - 2jsin(37 fT)
= 3T -sinc(fT) - sinc(3fT).

(X: 5 Punkte)

Der Gleichanteil ergibt sich aus dem Spektrum Y;(f) an der Stelle f =0 :

(X: 1 Punkt)
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Aufgabe 2: Kontinuierliche Systeme (17 Punkte)

Gegeben sei das in Abb. 3 gezeigte kausale, zeitkontinuierliche System §; mit dem Eingang
z(t) und dem Ausgang y(t) sowie a,b, c,d € R.
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b)
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Abbildung 3: Signalflussplan des Systems §;.

Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion des Systems §,. Eine Zustandsraumdarstel-
lung ist nicht verlangt. (3 Punkte)

Berechnen Sie die Pol- und Nullstellen des Systems &;. (2 Punkte)

Welche Bedingungen gelten fiir die Parameter a, b, c und d, wenn das System §, stabil
und schwingfahig sein soll? (2 Punkte)

Die folgenden Teilaufgaben sind von den vorhergehenden unabhingig.

Von einem linearen System 8, wurde die Sprungantwort zu

hy(1) = <e—% —e—%) o(t)

mit einem Parameter 7' > 0 bestimmt.

d)
e)

f)

8)

h)

Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion des Systems 8,. (2 Punkte)
Fiir welche Parameter 7' ist dieses System stabil? (2 Punkte)

Berechnen Sie die Impulsantwort des Systems 8, aus der Ubertragungsfunktion.

(2 Punkte)
Uberpriifen Sie die Korrektheit der berechneten Impulsantwort mit Hilfe der Sprung-
antwort durch Rechnung im Zeitbereich. (2 Punkte)
Zeichnen Sie einen Signalflussplan fiir das System §,. (2 Punkte)
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Losung

a) Dem Signalflussplan konnen folgende Gleichungen entnommen werden. Fiir die wei-
tere Rechnung werden sie direkt in den Laplace-Bereich iiberfiihrt.

S =ylt)  o—e  sZ(s) =Y (s)
Z(t) = dz(t) + bz (f) o—e  sZy(s) = dZy(s) + bZi(s)
y(t) = x(t) + az(t) + czp(t)  o—e  Y(s) = X(s)+ aZ(s) + cZy(s) .
Aus diesen Gleichungen folgen die Zusammenhé&nge:

Y(s)

b

Einsetzen in obige Gleichung fiir Y (s) und Umstellen liefert:

Y(s) s —ds
X(s) s*—(a+d)s—bc+ad

Gy(s) =

(3: 3 Punkte)
b) Die Nullstellen liegen bei:
So1 =0, spo=d.
Die Pole des Systems liegen bei:

d d)?
3001,2=a; ﬂ:\/(at1 ) +bc —ad.

(X: 2 Punkte)

¢) Ein System ist schwingfihig, wenn es konjugiert komplexe Polstellen besitzt und sta-
bil, wenn alle Polstellen einen negativen Realteil besitzen.
Schwingfahigkeit liegt vor, wenn:

(a+d)?
4

Stabilitdt ist gewdhrleistet, wenn a + d < 0 erfiillt ist. (3: 2 Punkte)

+be < ad.

d) Die Ubertragungsfunktion ergibt sich aus Differentiation (d.h. Multiplikation mit s)
der Laplace-Transformierten H,(s) der Sprungantwort h,(t):
1 s

BT T e )

(X: 2 Punkte)

e) Die Ubertragungsfunktion hat Polstellen bei s, ; = —#, S, 9 = —5- . Das System ist
stets stabil, da die Konstante 7" laut Angabe positiv ist und damit die Pole immer links
der imagindren Achse liegen. (3: 2 Punkte)

7/15



f)

8)

h)

Es kann entweder eine aus Teilaufgabe d) vorhandene, transformierbare Form von
G5 (s) genutzt werden oder es muss eine Partialbruchzerlegung durchgefiihrt werden.
In letzterem Fall entsteht die Impulsantwort aus:

gz(t)le{Gz(s)}:LLl{ A, B }

2T s+7 S+

Die Parameter werden bestimmt zu B = —1 und A = 2. Durch Ablesen aus der Kor-
respondenztabelle ergibt sich bei beiden Losungswegen die Impulsantwort:

(X: 2 Punkte)

Durch Integration tiber die Impulsantwort muss sich die Sprungantwort ergeben, was
durch Rechnung bestitigt wird. Fiir ¢t > 0 folgt:

t

¢
1 -z 1 _z _r _ Tt
_ — e T _——¢ 2T —|—e T 2T
/92(7) dr /(Te 5T © ) dr [ e T+e ;
0

—00

t t
= —e T+He 2T +1—1=hy(t).
Fiir t < 0ist go(t) = 0 und daher auch h,(t) = 0. (33: 2 Punkte)

Der Signalflussplan findet sich in Abb. L3:

Ye(t) Ya(t)

\j

e

Abbildung L3: Signalflussplan des Systems S,.
(X: 2 Punkte)
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Aufgabe 3: Zeitdiskrete Signale (18 Punkte)

Es sei das Betragsspektrum |Y; ( f)| einer kontinuierlichen Funktion y, (t) gegeben:

'I*|Yl(f)|

——— | —+—+—+> [/ Hz
30 —101 10 30
Abbildung 4: Betragsspektrum des Signals y(t).

Fiir Frequenzen, die betragsmaflig grofier oder gleich 20 Hz sind, enthilt das Spektrum keine
Signalanteile.

a) Das Signal y, (¢) soll abgetastet werden. Welche Bedingung gilt fiir die Abtastfrequenz
fa, wenn das Abtasttheorem eingehalten werden soll? (1 Punkt)

b) Das Signal wird nun mit f,; = 30 Hz abgetastet. Zeichnen Sie das Betragsspektrum
Y1.(f)| des abgetasteten Signals im Bereich von —70 Hz bis 70 Hz. (3 Punkte)

c¢) Geben Sie das aus dem Spektrum Y, (f) resultierende Zeitsignal y,,(t) an. Fur die
Phase gilt: ¢(f) = arg{Y1.(f)} = 0. (1 Punkt)

Die folgenden Teilaufgaben sind von den vorhergehenden unabhingig.

Das urspriingliche Signal y, () gemdfs Abb. 4 wird nun additiv von einer Storung r(t) tiber-
lagert, was in Abb. 5 illustriert ist.
)Lr(t)

Y1 (t) U Yt (1)

Abbildung 5: Additive Uberlagerung von Nutzsignal y, () und Stérsignal r(t).

Dabei hat die Storung r(¢) im Frequenzbereich die in Abb. 6 ersichtliche Form.

|R(S)I
1

© 30

: 44— f /Hz
~10 1 10 30 /

Abbildung 6: Betragsspektrum des Storsignals ().

Das Storsignal r(t) hat nur Spektralanteile im Bereich von einschliefSlich 25 Hz bis 35 Hz (bzw.
—25 Hz bis —35 Hz), und das Maximum des Betragsspektrums liegt bei 31 Hz (bzw. —31 Hz).

d) Skizzieren Sie das Betragsspektrum des Signals v (). (1 Punkt)

Bitte Riickseite beachten!
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e) Mit welcher minimalen Abtastfrequenz f, , muss das Signal y,(¢) abgetastet werden,
damit das Nutzsignal y, (¢) fehlerfrei rekonstruiert werden kann? Begriinden Sie Thre
Wahl! (2 Punkte)

f) Skizzieren Sie das Betragsspektrum der Funktion y,(t) nach Abtastung mit f, , im
Bereich von —60 Hz bis 60 Hz. (3 Punkte)

Um genauere Aussagen tiber das Storsignal r(¢) treffen zu kénnen, soll nun ausschliefSlich
dieses Signal genauer analysiert werden. Obige Angaben zu r(¢) und |R(f)| sind nach wie
vor giiltig. In einem ersten Verarbeitungsschritt soll das Storsignal unterabgetastet werden.

g) Bestimmen Sie die minimal mogliche Abtastfrequenz f, 5 und skizzieren Sie das Be-
tragsspektrum des abgetasteten Signals. (4 Punkte)

Die folgende Teilaufgabe ist von den vorhergehenden unabhingig.

h) Berechnen Sie die DFT fiir die Wertefolge y,, = [4,2,1,0,1,2]. Konkrete Zahlenwer-
te miissen nicht berechnet werden, vereinfachen Sie Ihr Ergebnis jedoch so weit wie
moglich. (3 Punkte)
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Losung

a) Esgilt: |Yi(f)| =0ftr f > 20Hz
Abtasttheorem: f, > 2B — f, > 40Hz

b) Das Betragsspektrum |Y7,(f)| hat folgende Form:

TIYl*(f)I
30

R e ] —+——+—+—+—+—+—>f/Hz

Abbildung L4: Betragsspektrum | Y7, (f)| des abgetasteten Signals.

c¢) Nach Bestimmung der Bildfunktion kann die resultierende Zeitfunktion berechnet
werden.

Vi (f) = Vi (f)] - € 50U = 30670 =30 e—o0 y,,(t) = 304(¢).

d) Das Betragsspektrum von y(¢) hat die folgende Form:
Y ()]

T

: | 1 L 1

30 10

T T T } f / HZ
10 30

Abbildung L5: Betragsspektrum des Signals v (t).

e) Der Nutzanteil darf nicht von der Stérung tiberlagert werden. Es ist jedoch unpro-
blematisch, wenn sich die Storanteile iiberlagern. Die Abtastfrequenz ist aus diesem
Grund so zu wihlen, dass der Nutzanteil um die Mittenfrequenz f = 0 direkt an das
Storspektrum der ersten spektralen Wiederholung angrenzt.

Breite des Nutzsignals: 20 Hz

Breite des Gesamtspektrums: 35 Hz

Damit kann die minimale Abtastfrequenz zu f,, = 20Hz + 35Hz = 55 Hz gewdahlt
werden.

f) Nach Abtastung des Signals y,,(t) ergibt sich das Spektrum gemafs Abbildung L6.

g) Fiir das unsymmetrische Spektrum der Storung gilt:
Mittenfrequenz: f, = 30 Hz
Bandbreite: B = 10 Hz
Fiir die Abtastfrequenz bei Unterabtastung eines unsymmetrischen Bandspektrums
gilt allgemein:
4 fo
W=t

Fiir die minimale Abtastfrequenz gilt zudem:

Famin > 2B =20Hz.

11/15



Yoo ()]
55

— T VA" VAl > f/Hz
10 50

10 20

> f/Hz

Abbildung L6: Betragsspektrum des iiberlagerten, abgetasteten Signals. Oben: Periodische Wieder-
holung der einzelnen Spektren, unten: Uberlagerung der Spektren.

Damit gilt in diesem Fall fiir die Abtastfrequenz:

120

fA:4r+1'

Nur fiir » = 0 oder r = 1 wird auch die Bedingung fiir die minimale Abtastfrequenz
eingehalten. Somit wird r zu 1 gewahlt, und es gilt:

fA,3 = 24 Hz.
Das unterabgetastete Spektrum hat folgende Form:

|R.(f)]

4y WP ANAN S f T Hy
30 10 | /

Abbildung L7: Betragsspektrum des unterabgetasteten Signals 7(t).

h) Mit der Definition der DFT ergibt sich fiir N =6 :

N—-1 5
Yk _ Zynefj 2wkn/N _ Zynefj Tkn
n=0 n=0
5z

— 44 2e i EF ] o I TR 4] o I TR 9

o Con 2 x 2
—4+2e 5% e_JQTk—H ej%k—l—Q ejgk:4+4cos<gk>+2 cos (%k) i
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Aufgabe 4: Zeitdiskrete Systeme (16 Punkte)

Ein rekursives System 3. Ordnung sei durch die folgende Differenzengleichung beschrieben:
16ya,n = 4ya,nfl + 8ya,n72 - 3ya,n73 + 16ye,n - 8ye,n71 - 40ye,n72 - 16ye,n73 :

a) Ermitteln Sie aus der Differenzengleichung die Ubertragungsfunktion G(z).

(2 Punkte)

b) Berechnen Sie die Pol- und Nullstellen von G(z). (3 Punkte)
Hinweis: Eine Polstelle ist durch z,, =  gegeben, eine Nullstelle durch z, = 2.

¢) Zeichen Sie das Pol-Nullstellen-Diagramm des Systems. (2 Punkte)

d) Ist dieses System stabil? (Begriindung!) (1 Punkt)

e) Handelt es sich um ein Minimalphasensystem? (Begriindung!) (1 Punkt)

Die folgenden Teilaufgaben sind von den vorhergehenden unabhingig.

Gegeben sei nach wie vor obige Differenzengleichung.

f) Zeichnen Sie einen Signalflussplan in ARMA-Form fiir dieses System. (3 Punkte)

g) Waihlen Sie geeignete Zustandsgrofien und stellen Sie die Zustandsraumdarstellung
des Systems auf. (4 Punkte)
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Losung

a) Nach Division durch 16, z-Transformation und Erweiterung mit 2* folgt:

3_1,2 5, _
(z) z 22 22’ 1
C 3 1.2 1 3

e LT

(X: 2 Punkte)

b) Die Pole und Nullstellen der Ubertragungsfunktion kénnen mit Hilfe der gegebenen
2o und z,, nach Polynomdivision berechnet werden. Sie ergeben sich zu:

1
Nullstellen: 2071 = —5, 2072 = —]_, 2073 =2
1 3
Pole: 200,172 = 5, 20073 = _Z .
(3: 3 Punkte)
¢) Pol-Nullstellen-Diagramm:
1l z-Ebene
Oto  x o (i) o
~1 | ‘ | | | |
-1 0 1 2
Abbildung L8: Pol-Nullstellen-Diagramm.
(3: 2 Punkte)
d) Das System ist stabil, da alle Polstellen im Einheitskreis liegen. (3: 1 Punkt)

e) Das System ist nicht minimalphasig, da eine Nullstelle aufierhalb des Einheitskreises
liegt. (3: 1 Punkt)
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f) Signalflussplan:

ye,n ya,”
1 = o—
A

Abbildung L9: Signalflussplan.
(X: 3 Punkte)

g) Mit der Wahl der Zustandsgrofien 2, ,,, 25,, 23, wie in Abb. L9 eingezeichnet, lassen
sich folgende Zusammenhénge angeben:

3
z = ~Yon — 7=
1n+1 ye,n 16 ya,n
) 1
22,n+1 = zl,n - éye,n + éya,n
1 1
Z3,n+1 = Z2,n - éye,n + Zya,n

ya,n = z3,n + ye,n .

Einsetzen und Zusammenfassen ergibt die Zustandsraumdarstellung;:

& B
d 3\ 19
00 TS TS
Zp 11 o % Zn+ —2 ye,n
1 1
01 3 —1
Yor = (0 0 1)z, + (1) yep
C D

(X: 4 Punkte)
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